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Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper beliebiger Charakteristik. Wir
wollen in unserer Arbeit nachweisen, daf fiir jeden singuliren Punkt des k2
eine Deformation existiert, fir die der Punkt in einer Etaliiberlagerung des k2
in einfache Punkte zerfillt. Dazu wird eine leicht iiberschaubare Klasse aus-
gezeichneter Deformationen betrachtet, die die gewiinschte Konstruktion er-
moglichen. Grundlage der expliziten Rechnung ist eine algebraische Version des
HiroNagaschen Vorbereitungssatzes. Wir folgen der Idee von J. BrRiancoN und
A. Garrico, die in [1] den analogen Fall fiir analytische Algebren betrachtet
haben.

Beziiglich der Eigenschaften HENSELscher Ringe und strenger Etalumgebungen
verweisen wir auf [4].

1. Standardbasen eines Ideals im algebraischen Potenzreihenring k(X, ¥)

1.1. Definition. Sei 0+fc (X, Y), so definieren wir den vertikalen Anfangs-
exponenten E(f)= (i, j)€ N 2 fiir f=Za, X*Y* durch
i=Minimum (s€ NV, a,;+0 fiir ein je N)
j=Minimum (t€é N, a,+0).
Fiir ein Ideal I sei B(I)={E(f), fcJ, f+0} die Menge der ausgezeichneten

Exponenten; offenbar ist sie von der Form
8

EI)={ (a: f) + N2,

i=1
und wihlen wir das Erzeugendensystem dieser Halbgruppe minimal, so ist bei
geeigneter Numerierung stets

Oy >0y >t c >l

Bi<Pfa<---<f,.
Nun existieren Elemente f,€I mit E(f))=(x; f;), so daB f,=X""-g, ist mit
einem Weierstrafpolynom ¢; vom Grad $; in Y. Wir nennen dann (fj, ..., f,)
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eine vertikale Standardbasis fiir I. Eine Potenzreihe r=Xr,X’Y’ nennen wir
reduziert beziiglich Z(I), falls r,;=0 ist fiir (4,j)€E(I). Um die Definition des
Begriffs ,,Standardbasis® zu rechtfertigen, zeigen wir sofort, daB die so gewahlten
fis - .., f, stets das Ideal I erzeugen.

1.2, Satz. Jedes he k(X, Y) besitzt eine eindeutige Darstellung

h=X Qf+R

mit einer E(l)-reduzierten Potenzreihe B und Potenzreihen @, die fir i<s Poly-
nome in Y sind mit degy @, <f,,(—p; Wir schreiben R=red(h), so hat nun
offenbar die Surjektion

red,;: A »red,(4) (A=KX, T))
von k-Vektorrdaumen den Kern I.

Beweis. Wir wenden wiederholt den klassischen WEIEBRSTRASSschen Vorbe-
reitungssatz an. Sei h=h,+r, mit 2™k, und so, daB X™ keinen Term von r,
teilt. Dann ist insbesondere r, beziiglich E(I) reduziert. Nun schreiben wir
h,=Q,f,+h,mitdeg k. <8,. Sei wiederum k. =h, _ +r,_, mit X*~1h,_, X~ teile
keinen Term von r,_; (also r,_; E(I)-reduziert). Weiter sei b, _y=Q, _,f,_+h._,,
degyh,_,<pB,_,, wobeioffenbardeg, (@, _,)+p,_; <p,ist. Durch Wiederholung dieses
Verfahrens erhalten wir 2=Q,f,+Q,_f,_+**+Qufi+(r,+- - +r+A}), und
wenn wir die in der Klammer stehende Summe mit R bezeichnen, so erhalten
wir die behauptete Zerlegung. Die Eindeutigkeit ist leicht zu zeigen.

Eine Anwendung des Satzes fur ein (X, ¥)-priméres Ideal I ist die Formel
fiir die Dimension des Faktorringes in Termen von E(I):

dilnk(A/I):‘-’ 1—0() ﬁ ﬁl ’ gy — s) ;Bs 183 1 g
Wir geben noch eine einfache Ejgenschaft der vertikalen Standardbasen an.

1.3. Satz. Sei (fy, . . ., f,) Standardbasis von I mit den Bezeichnungen von 1.1.,
so existieren Polynome (u});<p=;_, aus dem Ring KX) Y, so daf

FA = p ] ! L. 1
X iEufitwfot e ru_fi
ist mit einem WEIERSTRASSpolynom u._, in Y vom Grade B,~f,_,.

Der Beweis ist der von Br1aNcox und Garrico ([1]): Esist X" 17%. f,=
=X"1g,=X""1(ul_,g,_,+7 ) mit degy(r]_,)<pB,_, und einem WEIERSTRASS-
polynom u,_, vom Grad §,—8,_, in ¥, d. h. es ist

XU fy=wl_ fia iy, oxlr_)=wy, degy(n_)<f;.
Dabei ist oy die Ordnung in der Variablen X. Wir lassen in r,_, die B(I)-redu-
zierten Terme der Ordnung <o, _, weg und dividieren durch g;,_,, usw., wobei
wir dann die Beziehung X' ™. fi=ul_,+---+ulf,+ R mit reduziertem R
erhalten, woraus offensichtlich R=0 folgt, q.e.d.
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1.4. Korollar. Der Modul der Relationen zwischen (fy, ..., f,) ist ein freier
Untermodul von k(X, Y)* vom Rang s— 1 mit der Basis (ey, . . ., e,), wobei

_ k k k a1k
e =(—Uf ...y —Ug_g, —Up_4, X ,0,...,0)

%st.
Der Beweis ist nicht schwierig; wir verweisen auf [1].

2. Ausgezeichnete Deformationen

2.1. Definition. Sei I c k(X, Y ein Ideal mit einer Standardbasis I =(f, .. ., f,)
(mit den Bezeichnungen von 1.1). JC (X, Y, T') heilit ausgezeichnete Deforma-
tion von I, wenn
1. J Deformation von I ist, d. h. (X, Y, T/J ist flach iiber k(T"y und J(T'=0)=1.
2. J=(Fy, ..., F,) mit

a:j-—i

FyX, Y, T)=G4X, ¥, T) - [T (X—X(T)),

+=0

wobei X (T)€k(T) sind mit X (0)=0fliri=0,...,a;—1 und GyX, 7Y, T)¢
€KX, Y, T)mit GX, ¥, 0)=g/X, Y) fir j=1,.. ., s.

2.2, Satz. Jede ausgezeichnete Deformation von I ist induktiv gegeben durch

‘11_1 zz2——1
G= H(X’Xi(T))UliG1+ I/ (X-X,(D)UGs++ -+ U_ G,
=2y i=ay_q

mit X(T)VekT), X0)=0 und ULe(X,Y,T), UKX,Y,0)=u.
Der Beweis ist klar: Wegen der Flachheitseigenschaften der Deformationen
miissen sich die Relationen aus 1.4. zu Relationen
o —1—1
Ek=(~ Ut ... U, J] (X—X{T).0,... 0>
i=ay
liften lassen. Wir wollen nun den in der Einleitung angekiindigten Satz beweisen:
2.3, Theorem. Sei I ein (X, Y)-primdres Ideal in K[X, Y] der Ordnung m=
=dimk[X, Y]z py/I. Dann gibt es eine ausgezeichnete DeformationJ C X, Y, TV,
so daf in einer strengen Etalumgebung B von (X, Y, TV kX, Y, T] gilt:
Die Deformation ist schon iber k[T] definiert und in einer offenen Umgebung des
Ursprungs T =0 liegen iber jedem Punkt t mit t=0 nur wnichisingulire Punkte

iber J (T =t).
Beweis. Wir wahlen zundchst eine Standardbasis (fy,...,f,) von I mit
fig,, g; WeierstraBpolynome vom Grad g, und
Ay tty > =, =0, 0=Py<fy<--p,.
Eine solche Basis konnen wir finden, da I (X, Y)-primér ist (wir miissen natiirlich
dazu I als Ideal von kX, Y) auffassen). Sei B nun eine strenge Etalumgebung

10*
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von (X)C k[X], so daB die g, und die %}, (vgl. 1.3.) in B[Y] liegen. Wir wollen nun
durch die Darstellung von 2.2. eine ausgezeichnete Deformation definieren. Dazu
setzen wir G; =1 und U, =1 fiir k<l —1. Weiterhin wihlen wir X (7)€ k[7T] und

(TYek[T] mit X,(0)=0 und ci(0)=0 mit folgenden Eigenschaften: Sei U} ,=
B—B_1-1

=ul_,+ kE cy(T) Y* und G, induktiv nach 2.2. durch G, U und X (7T') defi-
=

niert, dann gibt es Punkte (p,, T -—-a)aus Spec B[T'], p;€Spec B,i=0, ..., 0y —1,
so daB in diesen Punkten

1. die oben definierten G, als Polynome in Y lauter verschiedene Nullstellen
haben,

2. X — X (@) den paarweise verschiedenen Primidealen p,; angehort.

Fiir geeignetes @ und geeignet gewihlte X, ¢, kann man diese Bedingungen
immer realisieren, da k algebraisch abgeschlossen ist. Nun ist die Menge U der
Punkte P von Spec k[T'] definiert durch 7'=t, die mit unseren gewihlten X, c.,
den Bedingungen (1) und (2) geniigen, nicht leer und offen.

Um 2.3. zu beweisen, miissen wir nun die gesuchte Etalumgebung angeben:
Wir wihlen als Etalumgebung B[Y, T'] und als Parameterraum unserer Defor-
mation wéihlen wir die oben definierte offene Menge U. Unsere Deformation
J=Ty, ..., F,) ist dann iiber B[7, Y] definiert. Wir miissen nun zeigen, da8
fir ein PcU iiber J(P) genau n - m paarweise verschiedene Primideale liegen,
wobei B durch ein Polynom vom Grad » gegeben ist.

Wir wihlen dazu einen Punkt P aus U definiert durch 7 =a und betrachten
die Deformation J in diesem Punkt. Es liegt folgende Situation vor: J{(P)c B[ Y],
J(P) ist definiert durch F;=0 mit F;=[[(X — X (a)) G;, wobei die G; Polynome

aus B[Y] sind, definiert durch 2.2. und mit der Eigenschaft, dafl sie fiir j>1
in einem durch 7 =a definierten Punkt g 2 (X — X ;(a)) aus Spec B lauter ver-
schiedene Nullstellen haben. Es gibt fiir X (a)+0 genau n verschiedene Punkte p
aus Spec B mit dieser Figenschaft (man mul} evtl. B noch verkleinern). Nun
haben wir folgende Identitdten:

a;,——l

Fj:g (X—-X,(1) G,
aq—1 az—l .

G= J] (X—X.T)) UiG, + ' [] (X-X1)) UG+ -+ Ul_G;_,

1=aj__4 i=x5_y
Glzl
U=, fir k<l—-1 (u}vgl 1.3)
degyu}_,=p,—B,_,

B1—B;.1—1

U,_y=uj_+ 2 c(T) Y*

k=0
a]-_l—l

JT (X=X(T)) F;=UiF,+---+Ui_F;_, .

©=¢j
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Dabei sind die G; Polynome in Y vom Grad §;, da ;=0 ist. Daraus ersehen wir,
daf fiir T'=a F,=---=F,=0 ist genau dann, wenn X =X (a) ist fir ein ¢ und
G,=0ist, wenn o, _,—1=i=a, ist.

Da die G; mod (T —a, ;) §; verschiedene Wurzeln haben, liefert uns das fiir
festes X und T g, verschiedene Punkte. Nun kann noch X und damit g variieren,
d. h. ¢ durchlduft die Intervalle a;_; —1=i=ua, (iir festes f,. Damit erhalten wir
als Anzahl der verschiedenen Punkte iiber J(P) gerade

n: i:Z; (00— —a) By -

8
Im ersten Teil haben wir nun gerade nachgewiesen, daB die Summe }] («;_y—o;) §;
gleich m ist. Nun ist aber n - m gleich =2

dika[Y]/(fi’ v ’fa):dimk B[ Y, T}/J(T)ITza

fiir T=a aus U. Damit ist der Satz bewiesen.
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