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Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper beliebiger Charakteristik. Wir 
wollen in unserer Arbeit nachweisen, daB fur jeden singuliiren Punkt deu k2 
eine Deformation existiert, fur die der Punkt in einer Etaluberlagerung des kz 
in einfache Punkte zerfallt. Dazu wird eine leicht uberschaubare Klasse aus- 
gezeichneter Deformationen betrachtet, die die gewunschte Konstruktion er- 
moglichen. Grundlage der expliziten Rechnung ist eine algebraische Version des 
HIRoNAuschen Vorbereitungssatzes. Wir folgen der Idee von J. BRIANCON und 
A. GALLIGO, die in [I] den analogen Fall fur analytische Algebren betrachtet 
haben. 

Beziiglich der Eigenschaften HENsELscher Ringe und strenger Etalumgebungen 
verweisen wir auf [4]. 

1. Standardbasen eines Ideals im algebraischen Potenzreihenring k ( X ,  Y) 

1.1. Definition. Sei 0 *fc k(X,  Y) ,  so definieren wir den vertikalen Anfangs- 
exponenten E ( f )  = (i, j ) c N 2  fiirf=Zu,,XkYZ durch 

i=Minimum (sCN, a8i+=0 fur ein j E N )  
j = Minimum ( t  N ,  ucit * 0). 

Fur ein Ideal 1 sei E(I )={E( f ) ,  f C J ,  f=t=O} die Menge der ausgezeichneten 
Exponenten; offenbar ist sie von der Form 

8 

E ( I )  = u (Mi, pi)  + NZ , 
i= 1 

und wahlen wir das Erzeugendensystem dieser Halbgruppe minimal, so ist bei 
geeigneter Numerierung stets 

uj WU2W’  + *>us 

j31-=pa<* * * -=p, .  
Nun existieren Elemente f i E l  mit E(fJ = (ai, pi), so da13 fi = X a i  * gi ist mit 
einem WeierstraBpolynom gi vom Grad #Ii in Y .  Wir nennen dann (ft, . . .,f8) 
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eine vert.ikale Staiidardba.sis fur I. Eine Potenzreihe r =,Zr,XiYi nennen wir 
reduziert beziiglicli E(I), falls rij=O ist fur ( i , j ) € E ( I ) .  Urn die Definition des 
Begriffs ,,St.andardbasis" zu recht,fert.igen, zeigen wir sofort, daI3 die so gewaihlten 
f,, . . ., f, st'ets dad Ideal I erzeugen. 

1.2. Satz. Jedes h E k ( X ,  Y) besitzt e ine  einde.utige DarsteZZung 
8 

h= 2 &if;+ R 
i= 1 

mit einer E(1)-redwierten Potenzreihe R und Potemreihen Qi, die fur i-=s Poly- 
nome .in Y siiad mit deg,Q,-=Bi+l-,f?i. W i r  schreiben R=red,(h), so hat nicn 
offenbar die SurjektioiL 

red,: A -red,(A) (-4 =X-(S, Y ) )  
von L V e k t o r r a z a n e n  den Kern I .  

Be w e i s. \\,'is wenden wiederholt, den klassisclien \IITEIERSTRASsschen Vorbe- 
reitungssatz an. Sei h = h , + r ,  niit xas/h, und so, da13 X a s  keinen Term von rs 
teilt. Dann ist insbesondere rs beziiglicli E ( I )  reduziert. Nun schreiben wir 
h8=&,,fs-+ hlnii t  deg,.hi<8,. Seiwiederuiiih:=h,-, +rg_linitXas-l[hs_i,Xas-' teile 
keinen Teriii v G n  rs--i (also rs-l E(I)-reduziert). \Veiter sei hs-i =&s-lfs-l + h i _ , ,  
deg,h:-, -=fi8-,,wobei offenbardeg,(&,-,) +~s-l~~sist.DurcliWiederholungdieses 
Verfahrens erhalten wir h=Q,f,+Q,-,f,-,+. -+Ql f i+(r ,+-  *+ri+h;),  und 
wenn mir die in der Klaniiner steliende Suinrne niit R bczeichnen, so erhrtlten 
wir die behauptete Zerlegung. Die Eindeutigkeit ist leicht zu zeigen. 

Eine Anwendung des Satzes fur ein (X, P)-priniares Ideal I ist die Forriiel 
fur die Dimension des Fakt.orringes in Termen von E ( I )  : 

ciiiii,(d/I) = S ( a 1 -  K.) (B? - P I )  + * * * + ( x , - ~  - a,) (B, - BE- I )  . 
\Vir geben norh eine einfaehe Eigenschaft der vertikalen Standardbasen an. 

so existieren PoEyizonie (? ( i . ) l sks l - l  ~(11s de?n Ring k(X)[Y], so dab 
1.3. Satz. S e i  ( fi, . . .: f,) Stnnda.rdbasis ~107~  I mit d e n  Bezeichnimgen zion. 1.i., 

' fj = '?/,if1 + !i;f? f * ' * + u: - 1 fi -1 
p - l - " l  

ist mit e i n e m  WEIERsmAsspoZynom ti!-l in P vom Grade @z-j31-l. 

Der Beweis ist der von BRIANCOX und GALLIGO ( [ I ] ) :  Es ist Xaz-l-Ki . f ,= 
-x~l-lg -Ay"'-l (ul- lql- l  1 + T ; - ~ )  init degy(ri-l)-=/?l-l und einem WEIERSTRASS- 1 -  - 

polynom ,zl:-l voiii G r i d  B L - B l - l  in I', d. h. es ist 
p - I  - = z  - f i = ~ ~ ~ - l f i - - i + r l - l  , deg,-(r,-,)-=B,. 

Dabei ist oar die Ordnung in der Variablen X .  14% lassen in r Z p 1  die E(I)-redu- 
zierten Terme der Ordnung < M ~ - ~  weg und dividieren durch gZW2,  usw., wobei 
wir dann die Beziehung Xa"-" * fl = + - * + uifo + R init reduziertem R 
erhalteii, woraus offeiisichtlich R = 0 folgt, q.e.d. 
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1.4. Horollar. Der Modul der Relationen zwischen (f,, . . .,f,) ist ein freier 
Untermodzcl von k ( X ,  Y)" vom Rang s - I mit der Basis (el ,  . . ., e8), wobei 

> 0, . - - 9  0) ek=(-ui,. .  k ., -u!-~,  -u;-<, X'k-i-'k 
ist. 

Der Beweis ist nicht schwierig; wir verweisen auf [l]. 

2. Ausgezeichnete Deformationen 

2.1. Definition. Sei I c  k ( X ,  Y )  ein Ideal mit einer Standardbasis I = (fl, . . ., f,) 
(mit den Bezeichnungen von 1.1). J c k ( X ,  Y ,  T) heil3t ausgezeichnete Deforma- 
tion von I ,  wenn 
1. J Deformation von I ist, d. h .  k ( X ,  Y ,  T) lJ  ist flach iiber E(T) und J (  T =0) = I .  
2 .  J = ( F l ,  . . ., P 8 )  mit 

a i - l  

Fj(:-(x, y ,  T )  =G,(X, y ,  T )  * n (X - X , ( T ) ) ,  
i = O  

wobei Xi (T)Ck(T)  sind init Xi(0) = O  fur i = O ,  . . ., al -  1 
€ k ( X ,  Y ,  !P) mit Gj(X, Y ,  O)=gi(X, Y) fur j=1, . . ., s. 
2.2. Satz. Jede  ausgexeichnete Deformation von I ist i d & t i v  gegeben durch 

.q -1 0ra--i 

% = q - i  a = q - l  

und Gj(X, Y ,  T)E 

Gl= 17 (X-X i (T ) )UiGi+  (X-X,(T))U:G,+- .+ Ui-iGl-i 
mit Xi(T)ck(T),  Xi(0)=O und UiEE(X, Y ,  T), Uk(X,  Y ,  O ) = &  I 

mussen sieh die Relationen aus 1.4.  zu Relationen 
Der B ewei s ist klar : Wegen der Plachheitseigenschaften der Deformationen 

) 
a k - 1 - l  

Ek= - Of, . . ., - UP-<)  fl (X-X,(T)), 0 , .  . . ,o  ( i = a k  

liften lassen. Wir wollen nun den in der Einleitung angekundigten Satz beweisen : 

2.3. Theorem. Sei I ein ( X ,  Y)-pri?nares Ideul in h fX ,  Y ]  der Ordnung m= 
=dim,k[X, Y](x,y)/I. Dann gibt es eine nusgezeichnete Deformation J c  k(X,  Y ,  T), 
so dap in einer strengen Etalumgebung B von (X, Y ,  T )  ck[X, Y ,  TI gilt: 
Die Deformation ist schon iiber k[T] definiert und in einer offenen Umgebitng des 
Ursprungs T = 0 liegen iiber jedem PunEt t mit t + 0 nur nichtsingulare Punkte 
fiber J (T=t) .  

Beweis. Wir wahlen zunachst eine Standardbasis (fi, . . . , f,) von I mit 
ftaigi, gi WeierstraDpolynonie vom Grad ,!Ii und 

a1za2w*  * *=-cc,=O, O=,!I1-,!IZ-=- - - 8,.  
Eine solche Basis konnen wir finden, da I ( X ,  Y)-primiir ist (wir mussen naturlich 
dam I als Ideal von k ( X ,  Y )  auffassen). Sei B nun eine strenge Etalumgebung 
iO* 
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von ( X )  c k [ X ] ,  so da8 die gi und die u; (vgl. 1.3.) in B[ Y] liegen. Wir wollen nun 
durch die Darstellung von 2.2. eine ausgezeichnete Deformation definieren. Dazu 
setzen wir G ,  = 1 und 0; = u: fur X: < I - 1. Weiterhin wahlen wir Xi(  T )  E k[ TI und 
ei(T)Ck[T] init Xj(0) = O  und cL(0) =0 init folgenden Eigenschaften: Sei Ujel= 

= u ; - ~  + cL(T) Yk und G, induktiv nach 2.2. durch G,,  Uk und X, (T)  defi- 

niert, dann gibt es Punkte (pi, T - a )  aus Spec B[T],  pi€ Spec B, i =0, . . . , cc1 - I, 
so daB in diesen Punkten 
1.  die oben definierten G, als Polynome in Y lauter verschiedene Nullstellen 

2. X - X,(a)  den paarweise verschiedtneii Primidealen pi angehort. 
Fur geeignetes a und geeignet gewahlte Xi, c: kann man diese Bedingungen 
ininier realisieren, da E algebraisch abgeschlossen ist. Nun ist die Menge U der 
Punkte P von Spec k[T]  definiert durch T=t,  die mit unseren gewahlten Xi, c: 
den Bedingungen ( 1 )  und ( 2 )  genugen, nicht leer und offen. 

Um 2.3. zu beweisen, inussen wir nun die gesuchte Etalumgebung angeben: 
Wir wahlen ale Etaluingebung B[Y ,  TI und als Paranieterraum unserer Defor- 
ination wahlen wir die oben definierte offene Xenge U .  Unsere Deformation 
J = ( F , ,  . . . , F J  ist dann uber B[T,  Y] definiert. Wir inussen nun zeigen, da13 
fur ein PE U uber J(P) genau n - nh paarweise verschiedene Primideale liegen, 
wobei B durch ein Polynom voni Grad n gegeben ist. 

1% wihlen dazu einen Punkt P aus U definiert durch T =a und betrachten 
die Deforiiiation J in dieseni Punkt. Es liegt folgende Situation vor : J ( P )  c B[ Y], 
J ( P )  ist definiert durch F j  = 0 mit Pi = n ( X  - X, (a ) )  Gj, wobei die Gj Polynome 

aus B[Y]  sind, definiert durch 2.2.  und mit der Eigenschaft, daB sie fur j=-l 
in einem durch T = a  definierten Punkt p 2 ( X - X i ( a ) )  aus Spec B lauter ver- 
schiedene Nullstellen haben. Es gibt fur X, (a )  + 0 genau n verschiedene Punkte p 
aus Spec B mit dieser Eigenschaft (man inuB evtl. B noch verkleinern). Nun 
haben wir folgende Identitaten: 

81 -81 - 1 - 1 

E = O  

haben, 

i 

Clj -1 
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Dabei sind die Gi Polynome in Y voin Grad Bi, da /I1 = 0 ist. Daraus ersehen wir, 
da13 fur T = a F ,  = - * - = F ,  = 0 ist genau dann, wenn X = Xi(a)  ist fur ein i und 
Gk=O ist, wenn a k - , - l ~ i ~ a k  ist. 

Da die Gi mod (T - a, pi) pi verschiedene Wurzeln haben, liei-ert uns das fiir 
festes X und T pi verschiedene Punkte. Nun kann noch X und damit Q variieren, 
d. h. i durchlauft die lntervalle ak-l - 1 gi z u k  iur festes pi. Damit erhalten wir 
als Anzahl der verschiedenen Punkte uber J ( P )  gerade 

8 

n .  c (a i - , -Ri)pi  * 
i = 2  

8 

Iin ersten Teil haben wir nun gerade nachgewiesen, daI3 die Summe 
gleich m ist. Nun ist aber ?z * m gleich 

(ai- - x i )  pi 
i = 2  

dimkBIY]l(fi, . . . ,.f,)=dimk B[Y,  TI/J(T)JT=, 
fiir T = n  aus U .  Damit ist der Satz bewiesen. 
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