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Transzendente Zahlen

In 19.  Jh.  konnte dann Aclr ien-t \ {ar ie Legendre (1752- 1833)
den Lambertschen Beleis vervollständigen.

Eine Stleche der Lünge z läßt sich nicht mit Zirhel und Lineal
honstruieren

Die Entdeckungen von [i, "ttd 
z begründeten die Theorie

der nicht- oder irrationalen Zahlen. Bei näherer Betrachtung
zeigt sich, daß clie Natur dieser beiden Zahlen grundverschie-
den ist. Äußer ihrer Irrationalität haben sie nich[s gcmein-
sam.

Wälrrend V Z ai" Länge einer Strecke sein kaun, clie mit
Zirl<el und Lineal honstruierbar ist (als Diagonale eines
Quaclrats der I(antenlängc 1), ist eine solche Verfahrensrveise
Iür rr nicht möglich. Dieser Unterschied lvulcle allerrlings erst
im vergangenen Jahrhunclerr deutlich.

Äbb. 1 Ätchimedes (um 287-2.12 v, u. ZJ. bedeutender
tr'Iathernatiker, Physiker und Techniker cler Äntike.
arbeitete in Alexandria uncl Syrakus.

i
I .

I'
t.

Dr. Gerhard Pfister
Sektion }lathematik der Ifumboldt-Unir-ersität zu Berlin

Zur Geschichte der irrationalen Zatrlen

Die Notwendigkeit, verschiedene Dinge des täglichen Lebens
miteinander in Beziehung zu bringen, zu vergleichen, führte
u nsere Vorfahren schon vor langer Zeit dazu, sich mit Zahlen
zu beschäftigen. Keilschrifttafeln aus dem 3. Jahrtausend
v.w.Z.  belegen, daß die Sumerer im Gebiet  zrv ischcn Eu-
plrrat und Tigris die natürlichen Zalnlerr L, 2, 3, ... und
positive rationale Zahlen (positive Brüche) kannten.
Bis zu den reellen Zahlen, rvie sie jeder heute in der Schule
kennenlernt, war es ein rveiter \Yeg. Wir rvollen uns hier nur
an einige wichtige Etappen dieser Entr.vicklung erinnern.
Die irrationalen (d. h. nichtrationalen) Zahlen rvurden
bereits vol etrva 2500 Jahren iu Griechenland entcleckt.
Die Schule von Pythagoras (500 v. uZ.) stellte fest, daß es
Zahlen gibt, die nicht rational sind, cl. h., die sich nicht als
Bruch zrveier ganzer Zahlen clalstellen lassen:

,,. . . die Diagonale eines Quadrats ist hein ganzes Veihältnis
seiner Seiten . . ,", d. h. Quadrats'urzeln sind i. a. nicht

rational. Be'neise cler Irrationalität von Vi 
""A 

V 3 
".5.gehen auf Flippasos von Metapont bzrv. Theodoros von

Kyrene (um 390 v. u. Z.) zurüch.l)
Archimedes ( tm 287 -2L2 w. t .Z.)  versuchte,  c len Flächen-
inhalt des Kreises zu berechnen. Das gelang ihm nicht
,,exakt" (und konnte ihm auch nicht exakt gelingen!).
Heute wissen wir: Wenn r der Radius des betrachteten I(rei-
ses ist, so ist sein Flächeninhalt arrz.
Ärchimedes hätte die Zilnl n - das Verhältnis von l(reis-
umfang zu Kreisdurchmesser - exakt bestimmen müssen.
Für die damalige Zeit, in der man nur Brüche und höchstens

Quadratwurzeln hannte, war clas etwas völlig Neues.2)
Damit  war auf  ganz andere Art  und Weise eine rv-ei tere Zahi
entdeckt worden, die nicht rational ist. Ein - allerdinss
noch unvollständiger - Berveis für die Irrationalität cliesär
Zahl u'urde jedoch erst 1761 von Johann Heinr.ich Lamber.t
(L7 28 - L7 7 7 ) gefunclen.

1) lVie uns mi[ den Keilsdlrilttafeln überlielert ist, hflben sidr sdron
die Sumerer im 3, Jahrtausend v.u.Z, mit der Lösung quadratischer
Gleidrungen, ja sogar einer speziellen kubischen Gleictrung beschäftigt.
Daraus hanu mau schließen, daß bereits die Sumerer mit irrational€n
Zahlen redrneten, Auch die Babylonier besaßen schon Tafeln von
rationalen Näherungslösungetr {ür Quadrat\yurzeln, die sie mit der

Näherungslormet l l  o" + t *" + 
:; 

aufsreltten. Die Iuationalität

dieser Zahlen rvurde jedodr erst von detr Griechen beryußt erl\anut,
2) Ardrimedes bcr€dlnete die Zahl I näherungsrveise, indem er durch
wiederholtes Änrvenden des Satzes Yon Pythagoras deu Flädreninhalt
sowohl des einem l(reis eirrbeschriebenen 96-Ecks berechnete als auch
den des unrgeschriebenen 96-Ed<s. So ermittelte er als Sdrranken:

10 10
3  . o 1 n 1 3 V o ,

Das aus oberen und unteren Sdlranken gebildete arithrnetische tr,I it-
tel ergibt einen Näherungs\vert für fi.
Hier zekt sidr das lVesen det reellen Zahten: j\{an kairn, indem man
die Ed<enzahl des det Iireis approximierenden rz-Ed<s immer mehr
erhöht, den Wert votr I immer genauer annäheru. Das heißt, man
kann n durdr eine spezielle Folge rationaler Zahlen beliebig genau
approximieren.
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Der lranzösische Mathematiker Evariste Galois (1811- 1832)

be{aßte sich unter anderem mit dem Froblem, Polynomen-

Gleichungen 5. Grades durch Wurze1.ot6"üsk63) aufzu-
lösen.a) Nachdem viele Versuche, eine Lösungsformel für

Gleichungen 5. Grades zu linden lehlgeschlagen waren,
gelang es Galois, eine Übersicht über alle Gleichungen zu
gewinnen, die durch Wurzelausdrücke auflösbar sind, indem
er eine neue Struktur einführte. Eine Anwendung dieser
Theorie ist die Lösung von ,,Konstruktionsaufgaben mit
Zirkel und Lineall'.
Nach der Galoistheorie ist Iür. die Ausführbarkeit einer geo-
metrischen Konstruktion ausschließlich mit Zirkel und Lineal
entscheidend, ob die zu konstruierende Größe Nullstelle einer
Gleichung ao+ ap + . . .  + a.oon:0 mit  ganzzahl igen
Koelfizienten a; ist, wobei die Gleichung bei Benutzen allein
der vier Grundrechenarten und des Quadratwurzelziehens
auflösbar sein muß.
Damit ist das jahrhunddrtealte Problem der Veiwand-
lung eines Kreises in ein flächengleiches Quadrat
- Quadratur des Kreises genannt - darauf zurückgeführt
z\r untersuchen; ob z Nullstelle einer Gleichung
an |  a1a  +  , , .  +  anan :0  m i t  den  oben  genann ten  zu -
sätzlichen Bedingungen ist. (Die Quadratur des Kreises

bedeutet nichts anderes, als die Langel/ z zu konstruieren.s)
Im Jahr 1882 konnte Ferdinand Lindenrann (1852-1939)
zeigen,  daß es kein Polynom P(a):ao|610+..  ,anrn rr r i t
ganzzahligen Koeffizienten a; gibt, für das P (a) : Q is1.
Das heißt, daß z nicht Nullstelle eines Polynoms sein kann,
also nieht ausschließlich mit Zirkel und Lineal kdnstruierbar
ist. Damit ist aber noch mehr gezeigt:
Die Zahl i hat Eigenschaften, die von den bisher bekannten
Eigenschaften nichtrationaler Zahlen wesentlich abweichen.

Während nichtrationale Zahlen der for^ Vi Nullstelle cles
Polynoms :r2 - a: 0 sind (wobei a eine positive ganzeZahl
ist), gibt es für z überhaupt kein Polynom P(o) rnit ganz-
zahligen Koeffizienten und P('a) -_ 0. n ist also eine Zahl,
die nicht so einfache Eigenschaften rvi'e Wurzelausdrücke hat.
Um z zu untersuchen, sind Methoden erforderlich, die die

;,Kräfte der Älgebra übersteigen" - quod algebrae vires
transcendit. rz ist transzendent.6)

Relativ viel Zeit verging bis zur Erkenntnis, daß es nicht-
algebraische Zal,rlen gibt

Fassen wir das Gesagte zusammen, so ergibt sich das fol-
gende Bild: Viele Zahlen, die wir kennen (ganze Zahlep,
rationale Zahlen, Wurzeln aus rationalen'Zahlen) und alle
Zahlen, mit denen in der Praxis gerechnet wird (endlicHe
Dezimalbrüche - spezielle rationale Zahlen) haben einB
Eigenschaft gemeinsam :
Für jede solche Zahl z gibt es ein Polynom
P ( a ) :  a s l  a p  *  . . .  *  a o a "
mit ganzzahligen Koeffizienten a;, das an der Stelle , : z
eine Nullstelle hat, d. h., für das P(z) : Q gil1.
Urirgekehrt ist natürlich nicht jede Nullstelle eines solchen
Polynorns 

'eine 
rationale Zahl oder eine 

'Wurzel 
aus einer

rationalen Zahl.4) Die Menge aller-Zahlen .- die Nullstelle
eines Polynoms rnit ganzzahligen Koeffizienten sind - hat
nun eine besondere Stellung in der Menge der.reellen Zahlen;
man nennt d iese Zahlen algebraische Zahlen.
Am Beispiel der Zahl rr haben wir schon gesehen, daß die
Mathematiker relativ spät.erkannten, daß es Zahlen gibt,
die nicht algebraisch sind. Im 18. Jh. schrieb Euler in seinem
,,Introductio in analysin infinitorum" sinngemäß: Es ist
klar, daß die rationaien Logarithmen logob lon rationalen
Potenzen der Basis a herkommen. Wenn b keine rationale
Potenz von a ist, ist logoD selbst weder rational noch irrational
aul der Geraden.
Euler hat damit die Existenz von transzendenten Zahlen
(wie er sie nannte) schon für gesichert gehalten, obwohl er
allem Ansihein nach eine sträse Definition der transzen-
denten Zahl nicht hatte.

/. r üti'Jz

I \, \l Fr''-,1

5lfu.
W*tt>t

J,F.J;,
i'.üE
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Abb. 2 Satz des Pythagoras in einer arabischen
Handschrift aus dem 14. Jh. (Ausschnitt)

Heute nennt man eine reelle Zahl : transzendent, wenn es

kein Polynom P ( t : )  :  ao *  atr  l  azaz *  . . .  l  anan (m' i t

n ganzzahligen l{oeffizienten a) gibt, rlas an der Stelle o:z

den Wert  Nul l  annimmt,  a lso P(z)  :0.  Das heißt ,  rvenn es

kein einziges Polynom gibt, für das die Zahl z Nullstelle ist,

nenn t  man  z  e i ne  t r anszenden te  Zah l .

Transzendente Zahlen sind nichtatgebraische und insbeson-

dere nichtrationale Zahlen

Die Frage nach der Existenz von transzendenten Zahlen ist

wesentlich schwieriger zu beantworten als beispielsweise die

Frage nach der Existenz von nichtrationalen Zahlen. Beson'

ders schwierig ist es, für eine vorgegebene.nichtrationale

ZahI (2. B. fär r) zu entscheiden, ob sie transzendent ist oder

nicht. Darauf werden wir später eingehen. Zunächst wollen

wir uns diesen Unteischied zwischen transzendenter und

nichttranszendenter Zahl noch einmal klar machen:

Die rationalen Zahlen liegen zwar dicht aber nicht lückenlos

auf dem Zahlenstrahl. Wollen wir eine Strecke auf dem Zah-

lenstrahl genau durch eine Einheitsstrecke I messen' so ver-
t t

wendenwirnacheinander die Meßstrecken t' -16-' 
100 ' . . .

Jede weitere Messung steuert eine neue Dezimale zur Maß-

zahl bei. Auf diese Weise entsteht ein Dezimalbrueh, der in

P  1 l p 2
3) Der Wurzelausdruck ar,1 - 

t 
t 

V 
-O - 4 als Formel zum

Lösen einer beliebigen quadratisdren Gteidruug a2 * pt t C : O
ist aUgemein bekannt. Italienisdre Mathematiker kannteD sctron im
16. Jh. das Prinzip der allgemeinea Lösungsformel von Gleidlungen
3. uod 4. Grades, Weitere Fomelu wurden tridlt gefuaden. Der uor'
wegisde Mathematiker Niels Henrik Abel (1802-1829) zeigte, da8
eine derartige Lösungsformel für Glei&ugen 5. Grades nictrt existie'
ren kann.
{) Ygl. dazu auch G. Pfister, M. Roczen, ,.Älgebraisc}te Geometde I",
Wis. u. Fortschr. 2it (t9?3) 10, S. 416-449
Q Ein Kreis mit dem Radius I cn hat den Flöcheninhalt rcm:; ein

Quadrat mit dem Ftäcleninhalt r cmt hat die Kantenläoge y' I cm.
t) Di6er Ausspruch geht aul- Leonhard Euler (170?-1783) zurüc&.
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Ausnahmefällen abbricht oder periodisch ist (d. h. genau in
diesem FaIl eine rationale Zahl darstellt). Die endlichen und
die unendlichen positiven und negativen Dezimalbrüche
bilden den Bereich der reellen Zahlen.T) l\{an kann leicht
einen unendlichen Dezimalbruch konstruieren, der nicht
periodisch ist. Damit erhält man eine nichtrationale Zahl.
Nur in Ausnahmefällen kann man an der Dezimalbruch-
entrvicklung erkenneri, ob eine Zahl algebraisch oder trans-
zendent ist. (Wie soll man im allgemeinen eine Übersicht
über eine unendliche nichtperiodische Entwicklung der
Dezimalstellen nach dern Komma gewinneh?). Wir werden
im nächsten Abschnitt noch einmal darauf zurückkommen.

Liouville wies als erster die Existenz von transzendenten
Zahlen nach

Mitte des 19. Jh. konnte Joseph Liouville (1809-1882) zum
ersten Mal die Existenz transzendenter Zahlen nachweisen.
Er zejgte zunächst, daß bei der Annäherung algebraischer
Zahlen durch rationale Zahlens) spezifische Gesetzmäßig-
keiten auftreten, und er gab dann einfache Beispiele für
Zahlen an, die diesen Gesetzmäßigkeiten nicht genügen -

die alsb nicht algebraisch sein können.
Genauer hat Liouwille folgenden berühmten Approxima-
tionssatz für algebraische Zahlen bewiesen:
Ist  y  e ine algebraische Zahl ,  P(a):aslapf  . . . *a,"rn
ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten ai, für die

7 Nullstelle ist, also P (y) :0, dann gilt ftir alle ganzen
Zahlen p und Iür alle hinreiehend großen natürlichen Zah-
len q stets folgendes:
.  t  I  p l  I  p l  I
W e n n - ) l v  - '  l i s t . d a n n i s t l y  - L l >  - ! r .  ( * )

c - l '  c l  I  q l - q " '
Das war eine aufsehenerregende Entdecktng. Sie besagt
praktisch: Alle von y verschiedenen rationalen Zahlen

D .
: mit hinreicherid großem Nenner g, die sich von ein.erq "

algebraischen Zahl y um die Differenz von höchstens

unterscheiden, können y nicht näher kommen als
I

c " " '

ten a; existieren, für das a Nullstelle ist, also mit P (a) : 0.
(Sollte a eine transzendente Zahl sein, muß dies je{och wider-
legt werden!). Um das zum Widerspruch zu führen, betrach-
ten wir eine der oben definierten Zahlen o-,,. mit ntln!L.

Die Darstellung von e;r. als Bruch sei

A g l
lo- t :  

rm:  
"1 Lo, '
A L

Nun ist 
" 

- 
tO^ > LA-t, 

wie man aus der Definition

von a und der Dezimalbruchentwicklung erkennt.

Nach dem Satz.von Liouville (*) müßte dann

A 1
&- :  >=--=-_-  sein.

10ml 
-  

10m! (n+l)

Wenn man aber beide Zahlen in ihrer Dezimalbruchentwick-
Iung hinschreibt und vergleicht, erkennt man das Gegenteil:

A
a  -  - : - :  0 . 0 . . . 0 1 0 .  ; . 0 1 0 . . .

lum! (nrf 1) ! (nc{ 2) !
t

- : o o  . 0 1 0 . . . . . .lom! (n+r)  
rn l (nf  1)

Da rn. ! (n{1)  (  (n l f  l ) ! is t ,  s teht  d ie t  in der Zi f fernfolge
der letzten Zahl einige Ziffern vor der ersten I aus der Zif- ,
fernfolge der ersten Zahl,

In Wirklichkeit gilt also 
" 

- 2
10r?rt 

\ 
10ml (n+ 1)

Das ist ein Widersprueh zum Satz von Liouville. Dieser
Widerspruch kann seine Ursache nur darin haben, daß wir
angenommen hatten, a wäre algebraisch.

Dämit ist gezeigt, daß die Zahl
0 , 1 1 0 0 0 1 0 .  . . . . 9 1 0 . . . . . 0 1 0 . .  . .  t i a n s z e n d e n t  i s t .

Der Beweis des Satzbs von Liouville ist von heutigen Stand-
punkt elementar und für jemanden, der die Differential-
rechnung kennt, ohne Schwierigkeiten zu verstehen.

Die algebraischen Zahlen sind abzählbar

Erwa 25 Jahre nach Liouville gelang Georg Cantor
(1845-1918) bei seiner Arbeit auf dem Gebiet der Mengen-.
lehre ein neuer Beweis für die Existenz transzendenter
Zahlen. Die Methode ist völlig verschieden von der eben
beschriebenen, und sie hat eine breite Entwicklung in der
Mathematik aus[elöst.

Cantor wies nach, daß man die algebraischen Zahlen ab-
zählen kann. Was bedeutet das? Man kann jeder algebra-
ischen Zahl eine natürliche ZahI - ihre ,,Registriernum-
mer" - zuordnen. Wie ist das möglich, da die Menge der -

natürlichen Zahlen doch eine Teilmenge der Menge der
algebraischen Zahlen ist (wenn z eine natürliche Zahl ist,
ist z Nullstelle des Polynoms a - z)?

Die Menge der algebraischen Zahlen ist unendlich, und auch
die Menge der natürlichen Zahlen ist unendlich; es sind alio
genügend,,Registriernummern" für die algebraischen Zahlen
vorrätig. Das erscheint jetzt plausibel. Es gibt aber durchaus
unendliche Mengen - z. B. die Menge der reellen Zahlen -,

7) Die Därstellung reeller Zahlen durclr Dezimalbriiche gdht im we-
setrtlicrheu auf den holländisctreu Kaufmann und Ingenieur Simon
Stevin (1548-1620) zurüdr.
Streng genomnen mu-0 man bei der Darstellung reeller Zahteu durdr
Dezimalbrüdro dmul achten, daß für rationale Zahlm diese Dar-
stellung nidrt imner eindeutig ist (2. B. hat lfis die Darstellung
0,100. .  .  und auch 0,0999. .  . ) .
a) Bekanntlir:h kaDn man jedq reelle Zahl beliebig genau durdr ra-
tionale Zahlen annäbern. Das erkennt mau, wenn man si6 eine re-
elle Zahl a in ihrer Dezimalbrudrentwic&lung vorstellt und berüc&-
sicütigt, daß das Abbredren dierer Entwidtlung nadr der a-ten De-
zinalen eine rationale Zahl liefert.

L
q

Dabei ist n der Grad eines Polynoms mit ganzzahligen Koef-
fizienten, das y als Nullstelle besitzt. Das bedeutet, daß aus
der bestmöglichen Ännäherung einer auf Transzenderlz zt:-
untersuchenden'Zahl z abzuleiten ist, ob es sich um eine
algebraische oder um eine- nichtalgebraische (d. h. trans-
zendente) Zahl handelt - je nachdem, ob die rationale Zahl

4 als Naherunsswert si 
' t'

q _ c.rr um wenrgstens 
qn+t 

von z un-

terscheidet bzw. ob diese Differenz geringer 
"f.;# 

irt.
'Wenn 

es nün gelingt, eine reelle Zahl at konstruieren, die
für jedes n eine bessere Annäherung durch die entsprechende

rationale Zahl L gestattet als es der Satz von Liouville' q "

erlauht, dann ist diese Zahl transzendent.
AIs Beispiel dazu bqtrachten wir die Zahl

o : i  I  :  1  - t  1  -  t '  - L  1  -- - e  
l d r -  t o  - l o t - l ou - r r c ru - r " ' :

0,1100010.  .  .010.  .  .  010.
o:3 !:O v:41 rt:51

Zunächst ist e_rsichtlich, daß diese Zahl ein nichtperiodischer
Dezimalbruch-ist, da die Abstände zwischen den Einsen im-
rnör größer werden. Also. ist a irrational (jedoch damit noch
nicht transzendent !) Die Zahl a läßt sich nun durch die Folgö

der rationalen Zahlen a,"- P^ : i -5 beliebig genau
8^ 'l lg't

annähern. Wenn a algebraisch wäre, würde ein Polynom
P (a) : aa { ap * . . , anso mit ganzzahligen Koeffizien-
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TRANSZENDENT
(nichtalgebrai-
sche) ZAHLEN

Äbb. 3 Die Menge der reelleu Zahlen besteht - ie nach

Betrachtungsweise - einerseits aus den disiunlten
Teilmengen der rationalen und der nichlrationalen (aueh

irrationalen) Zahlen (A.bb. 3a) und andererseits aus den

disjunkten Teilmengen der alg-ebraischen Zahlen und der

nichtalgebraischen oder transzendenten Zahlen (Abb. 3b).

Aus der Graphik 3c geht hervor, daß särntliche rationalen

Zahlen algebraische Zahlen sind (d. h. die Menge der
rationalen Zahlen ist Teilrnenge der algebraischen Zahlen),

und daß aber nichtrationale Zahlen algebraische o d e r

transzendente Zahlen sein kötnen.
(Die Graphik sagt natürlich nichts über die Lage der

Zahlen aus, wenn mau sie sich als Punkte auf der reellen

Zahlengeraden vorstellt. Dort kann man die algebraischen

Zahlen von den tanszendenten nicht so 'schön" trennen;
zwischen zwei verschiedenen rationalen.Zahlen liegt stets

eine transzendentE Zahl, zwischen zwei verschiedenen

transzendenten Zahlen liegt stets eine rationale Zahl')

die sich nicht mit Hilfe der natürlichen Zahlen durchnume-

rieren lassen, d. h,, es gibt verschiedene ,,Arten des Unend-

lichen"g). Diese herausragende Entdeckung ist das Verdienst

Cantors.

Er zeigte, daß die I\fenge aller reellen Zahlen nicht abzählbar

ist (d. h., daß es ,,sehr viel mehr" reelle Zahlen als algebra'

ische Zahlen gibt), und er rvies auf diesem lVeg die Existenz

von transzendenten Zahlen nach. Aus heutiger Sicht ist der

Beweis nicht schwierig, und wir wollen uns diesen hier an-

sehen:
Zunächst rvollen wir uns überlegen, wie man die algebra-

ischen Zahlen durchnumerieren kann.

Wir werden dazu teigen, daß sich die Menge der algebra-

i s chen  Zah len in  K lassen  K , r , n  :  2 , 3 ,  . . . . .  e i n t e i l en l assen ,

so daß in jeder Klasse Ko nur endlich viele algebraische

Zahlen liegen. Dann numerieren rvir die.Zahlen der Klasse

K2 durch; danach die der Klasse K3, dann die der Klasse

Ko, . . . . und ordnen auf diese Weise jeder algebraischen
Zahl ihre ,,Nummer" zu, d. h., wir zählen die algebraischen
Zahlen ab.

Da die algebraischen Zahlen dadurch charakterisiert sind,
daß sie Null.stellen von Polynomen mit gänzzahfigen Koe{fi-
zienten sind, betrachten wir zunächst diese Polynorne.und
'werden sie in verschiedene Klassen einteilen, die jerveils nur
aus endlich vielen Polynomen bestehen. Jedem Polynom
P (r) :ao4 6rr + . . . ! a,":t:tt mit ganzzahligeu I{oeffizienten

und a, $ 0 ordnen wir deshalb eine riatürliche Zahl zu, die

ge'rvöhnlich als Höhe des Polynoms bezeichnet_'rvird. Poly'

nome gleicher Höhe bilden dann eine Klasse. Als Höhe von

P(o) bezeichnen wir  d ie Zablh:n!  lo0l+ l4r l+ '  .  ' *  la ' [ .
.Es ist klar, daß zu einer fes't vorgegebenen..f,Iöhe /r. nur

endlich vielp Polynome dieser Höhe existieren. So gibt

es zur Höhe h:2 nur d ie Polynome P(c)  :  o und

P ( a ) :  - r ( h . : 1 +  0 +  L - 2 b z v . t r =  1 *  0 +  - 1 : 2 ) ;
a t  h :3  g i b t  es  d i e  Po l ynome  P (a ) :  a2 ,  P (a ) :  - n21

P (u)  :  a I  L,  P ( t )  : -s ,  -  L,  p (a)  :  q -  L,  P (a) '7-u!  L,
P@):2a und P(o) : -2a.  Äußerdem gibt  es noch kon-

stante Polynome (2. B. P (o) : 2 und P (a): -2) z:ur Höhe 3,

die hier aber nicht von Interesse sind.

Nun ist bekannt, daß ein Polynom

P ( o ) : a o + a L n * . . . * a n a "

vom Grad n höchstens n reelle Nullstellen hat' Daraus folgt,

daß es zu vorgegebener Höhe h. nur endlich viele algebraische

Zahlen gibt, die Nullstelle eines Polynoms der Höhe /r, sind.

Wir können deshalb die algebraischen Zahlen folgender'

maßen durchnumerieren: Für die Höhe"h:-2 gibt es' einz

algebraische Zahl, die Nullstell.e eines Polynoms der Höhe 2

ist - nämlich 0 (da die Polvnome der Höhe 2 nur c und -.r

waren). Diese algebraische Zahl bekommt die ,'Registrier'
nummer" 1. Für die Höhe h : 3 gibt es 3 algebraische

Zahlen, die Nullstelle eines Polynoms der Höhe h : 3 sind,

nämlich 0, 1 und -l (vgl. die entsprechende Äufstellung der

Polynome der Höhe h:3) .  Die a lgebraische-Zahl  Nul l  hat

schon eine Nummer. die Zahlen 1 und -l bekommen die

Nummern 2 und 3. So verfahren wir rveiter. Zur Höhe 4 gibt .

es 22 Polynomel rvir rvollen nur diejenigen aufschreiben, die

netre a lgebraische Zahlen l iefern:  P(ü):  t :  -  2,  P(t ) :

a { 2, P (o) : 2r f l, P(:u) : -2r f t. Wir erhalten hier
' | I

vier neue algebraische Zahlen : 
f, 

- 
Z 

,2, - 2. Diese erhal-

ten die Nummern 4,  5,6,  7.  Bei  der Höhe 5 t r i t t  zum ersten

I\,Ial eine nichtratioirale Zahl auf,'nämlich / 2 (mit dem Poly-

nom:u2 - 2). Diese könnte die Nummer 8 bekommen . ' . .

Wenu rvir so weiter verfahren, können wir u'irklich alle alge-

braischen Zahlen durchnumerieren, da es zu j.eder festen

Höhe nur endlich viele algebraische Zahlen gibt.

Als zrveites soll nun gezeigl' werden, daß man die reellen

Zahlen nicht abzählen kann.

Der Berveis vom Gegenteil soll geführt werden.

Dazu nehmen *i" trr, rtir hattei die reellen tlffilun des Ein'

heitsintervalls durchnumeriert, d. h. alle reellen Zahlen a mit

der Eigenschaft 0 < a { 1. Dann ließen sich diese Zahlen in

einer Folge
u l : O r z t l z L z z r g . . . . ' .
a z = O , z z t z z z z 2 g . . . . . ,
a g : 0 , 2 t ( s , r 2 3 t . . . . ' .

aufschreitren, wobei die z;1 die Ziflern 0, l, . . . oder 9 sind'

Wir werden nun eine Zahib konstruieren, die in dieser Folge

nicht  vorkommen kann.

Wir  setzen |  , i i *  l ,  fa l ls  z; ;  {8
b : O , r r r , z r s . . . . .  m i t r t :  I  z i i - L ,  f a l l s z l ; ) 8

Wichtig bei der Konstruktion von ä ist, daß wir die Ziffern o;

der konstruierten ZahI so wählen, daß sie von den Ziffern z;;

verschieden sind.lo) Die so konstruierte Zahl kann in der

Folge aya2,a3, . . . nicht enthalten sein. Wäre nämlich. die

kottit.oi""i" Zahl 
'b : ok für ein k, d. h., würde die kon-

struierte Zahl mit eirier där durchnumerierten reellen Zahlen

des Einheitsintervalls übereinstimmen, dann müßte

b  : 0 ,  r p z . . . .  1 4  . . ,  -  a p :  z k ( k z . . . ,  z k h  . .

sein.  Daraus lo lgt  aber rk:  zkk.Das st immtabernicht '  es

ist ja oL : z** !. 1. Damit kann b nicht eine der Zahlen

s) siehe M. Kühnridr, ,,100 Jahre Itfengentheorie", Wiss. u' Fortsdrr.
21 (1974) 12, S. 530
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e,1, a2t ,. . sein. Wir haben also gezeigt, daß die Menge der
reellen Zahlen zwischen 0 und I nicht abzählbar ist. Dann
kann aber die Menge aller reellen Zahlen erst recht nicht
abzählbar sein.
Die Menge der algeblaischen Zahien ist eine Teilmenge der
Menge der reelleg Zahlen. Da die Menge der algebraischen
Zahlen. Es gibt älso ,,sehr" viele Zahlen, die nichtalgebraisch,
d. h. transzendeni. sind. Cantor hat damit auf für.uns recht
einfache Weise die Existenz transzendenter Zahlen nach-
gewiösen.
Viel schwieriger ist es, von einer vorgegebenen Zahl zu ent-
scheiden, bb sie algebraisch oder transzendent ist. Wie wir
schon zu Anfang gesehen haben, konnte brst relativ spät die
Transzendenz von z nachgewiesen werden, Das gleiche gilt
Iür die aus der Analysis bekannte und wichtige Zahl

" : t  { :  r i -  ( r +1 ) "  : 2 ,71828 . . . . :
, - 4 l l !  n + @  \  n l

Einiges über die Zahlenz und e 
r

Man kann verhältnismäßig leicht ieigen, daß e nichtra.tional
ist (Jean Baptiste Joseph de Fourier, 1768-1830) :

Wir  benutzen die Reihendarstel lung von e2 e:  i  +
, : O  v !

a
Nehmen l ' ir einmal an, e u,äre rational, d. h. a 1 

, 
ft ir

geeignete natürliche Zahlen a, b. Dann betrachten wir die
Zahl

h t  b l
h l  e :  U !  + ' . . +  #  +  - ^ #  +  . ' .  D i e s e  Z a h l  i s t

0 !  ( 0 +  r )  I
a

ganz, da auS € : 
7 

folgt ble : (b - {) !c. Daraus folgt, daß

auch die Zahl
/  b t \  1  1r :  b l e  -  l a r+  .  .  . +  + l
\  b ! /  b+L '  ( ö+1 ) (ä+ .4 ' " '

ganz sein muß. Nun ist aber die Zahl
L t 1

r : b+ r+  
1a1 ry  +  " ' :  b  <1 '

Aus diesem Widerspruch {olgt, daß'die Zahl e nicht ratio-
nal  sein kann.

Die Irrationalität von i i.t ,"hoo schwieriger zu beweisen,
weil z nicbL durch eine so einfache Reihe darstellbär ist.'.5J

Noch schwieriger ist die Arithmetik von e f z: Bis heute ist
*rioch nicht bekannt, öb e { z rational oder irrational ist.

Ende des 19.  Jh.  konnte Char les Hermite (1822-1901) mit
recht schwierigen komplex-analytischeir Methoden (Betrach-
tung gewisser Integrale mit unendlichen Grenzen) die Trans-
zend.enz von e nachweisen. Der Mathematiker Lindemann
entwickelte diese Methode weiter und zeigte damit die
Transzendenz von r. Später konnten u. a. David Hilbert
(1862-1943) und H. Weber (1843-1913) noch wesent l ich
einfaehere Beweise dafür geben. Endpunkt dieser Entwick-
lung war im Prinzip der Sati von Lindemann-Weierstraß:

Seien a,  ,  , , .  ,dn algebraische Zahlen,  d ie n icht  a l le 0 s ind
und 01,  . : , ,  ln  paarweise verschiedene-algebraische Zahlen,
dann ist  aßbr + .  . .  + anebn + 0.

Dies wurde 1885 von Karl Weierstraß (1815-1897) bewiesen.
Aus diesern Satz folgt natürlich sofort die Transzendenz von
e und z: Wäre nämlich e algebraisch, wütde e einer GleichungJ
c n e n * . . ' * " P  *  c o : 0  g e n ü g e n  m i t  r a t i o n a l e n  Z a ! r . '
len c;. Das widerspricht sofort dem obigen Satz. Weiter.hin
i s t  e i o :  cosz f  i s i nz :  - 1 .  Wäre  ra l geb ra i sch ,  wü rde
das auchdem obigen Satz widersprechen.

Das 7. Hilbertsche Problem

Zur Jahrhundertwende hat te Hi lbert  auf  dem internat iona:
len Mathematikerkongreß in Paris dreiundzwanzig Probleme

formuliert. Dieser Vortrag erwies sich in den späteren Jahr-
zehnten a[s Programm für die weitere Entrvicklung der
Mathematik ; es . zeigte sich immer deutlicher, daß Hilbert
Kernprobleme der llIathematik getroffen'hatte. Die Lösung
dieser Probleme hat auf viele Gebiete der Mathematik
befruchtend gewirkt. Hilbert.stellte als 7. Problem die Äuf-

gabe zu untersuchen, ob die ZahI 2'li - oder allgemeiner
ab mit algebraischen Zahlen a und ö - transze4dent oder
algebraisÄ ist .  Derart ige Vermutungen gehen - 'wie schon
erwähnt. - auf Euler zurück..

In der Entwicklung von Beweismethoden für die Trans-
zendenz von Zahlen sind. in den 75 Jahren, die vergangen
sind, seit die Hilbertschen Problemb gestellt wurden, rvesönt-
liche Erlolge erzielt worden.

Im Jahr 1936 konnten A. O. Gelfond uncl unabhängig von
ihm T. Schneider aligemein folgendes zeigen:
'Wenn 

a eine von 0 und I verschiedene algebraische Zahl ist
und b eine nicht rationale algebraische Zahl, dann ist aä
transzendent. Damit rvurde das 7. Hilbertsche Problem
(tiber 30 Jahre nachdem es formuliert rvorden n'ar) gelöst.
Dieses Resultat ist praktisch auch die Antwort auf die zuvor
angeführte Eulersche Vermutung:

Die Zahl logoä ist für algebraische Zahlen a uud h entt'eder

tränszendent otler rational. Wenn nämlith b : a 
P' 

irt fü"
q

ganze Zahlen p und g, dann ist log,b : -i- 
"ational. 

Wenn
q

b keine (rat ionale)  Potenz von a is t ,  dann is t  d ie Zahl
c.- logob transzendent. Wäre nämlich in diesem Fall (der
Transzendenz) logob algebraisch, dann müßte c auch nicht-
rational sein. Dann ist aber nach dem Satz von Gelfond die
Zahlb :4 loEob t ranszendent.  Das st immt aber n icht ,  da von
einer algebraischen Zahl ü ausgegangen rvorden rvarl sornit
rnuß logob transzendent sein.

Viele Resultate könnten hier noch genannt werden, die den
Fortschritt auf ,diesem Gebiet dokumentieren: Man hat eine
Klasseneinteilung der transzendenten Zahlen vorgenomrnen,
ein Maß für die . Kompliziertheit der Transzendenz wurde
eingeführt .

K. Mahler, K. F. Roth und T. Schneider verallgemeinerten
den Satz von Liouville. Aus deren Verallgemeinerung kann
man  u .  a .  f o l ge rn ,  daß  d i e  Zah l . 0 ,12345678910111213  . . . .
transzendent ist.

Ein Resultat der letzten Jahre soll nun noch angeführt rver-
den, um ein Beispiel für die Arbeit auf dem Gebiät der trans-
zendenten Zahlen in unserer Zeit zu geben. A. Baker bervies
1966 folgenden Satz: Seien a1, . . ., an vorL 0 und I verschie-
dene algebraische Zahlen und b1, . . ., bo algebraische Zah-
len,  so daß t ,b1 . . .  b,  über den rat ionalen Zahlen l inear
unabhängig is t  (d.h.  lür  a l le rat ionalen lahlen o1,  . . , , r :n '
i s t  d i e  S * - "  n & r * . - . l n o b n  i r " a i i o n a l ,  a u ß e r  f ü r
r r :  . . .  :  c n : 0 ) .  D a n n  i s t  d a s  P r o d u k t  a r b r  . . .  y o b n
transzendent,
Bei der Untersuchung der transzendenten Zahlen ist vieles
schon getan, viele Fragen sind aher auch noch offen. Wie
schwierig die Untersuchung transzendenter Zahlen ist, ver-
deutlicht folgende Frage, auf die bis heute niemand eine
Antwort weiß: Sind die Zahlen e * n, e - fi, ez transzendent
oder n icht?

Wie so oft in der Mathematik hat die Lösung eines Problems*
(2. B., daß e und z transzendent sind) neue Problerne nach
sich gezogen. Sicher wird man auch hier eines Tages neue
Methoden entwickeln und diese Frage beantrvorten können,

r0) lfan muß streng genommen auclr darauf achten, daß kein indlidrer
Dezimalbrudr und kein Dezimalbrudr, der von einer gewimen Stelle
an nur Ziffern I enthält, entsteht, da in dieem Fall die DaEtellung
dieer reellen Zahl durdr Dezinalbrüche nidlt eindeutig ist.


