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Transzendente Zahlen

Dr. Gerhard Pi;;;ter

Sektion Mathematik der Humboldt-Universitit zu Berlin

Zur Geschichte der irrationalen Zahlen

Die Notwendigkeit, verschiedene Dinge des tdglichen Lebens
miteinander in Beziehung zu bringen, zu vergleichen, fithrte
unsere Vorfahren schon vor langer Zeit dazu, sich mit Zahlen
zu beschiftigen. Keilschrifttafeln aus dem 3. Jahrtausend
v. u. Z. belegen, dafl die Sumerer im Gebiet zwischen Eu-
phrat und Tigris die natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, ... und
positive rationale Zahlen (positive Briiche) kannten.

Bis zu den reellen Zahlen, wie sie jeder heute in der Schule
kennenlernt, war es ein weiter Weg. Wir wollen uns hier nur
an einige wichtige Etappen dieser Entwicklung erinnern.
Die irrationalen (d.h. nichtrationalen) Zahlen wurden
bereits vor etwa 2500 Jahren in Griechenland entdeckt.
Die Schule von Pythagoras (500 v. u. Z.) stellte fest, daB es
Zahlen gibt, die nicht rational sind, d. h., die sich nicht als
Bruch zweier ganzer Zahlen darstellen lassen:

»+ . die Diagonale eines Quadrats ist kein ganzes Verhiltnis
seiner Seiten ...“, d.h. Quadratwurzeln sind i.a. nicht

rational. Beweise der Irrationalitit von VZ und V3 z. B.
gehen auf Hippasos von Metapont bzw. Theodoros von
Kyrene (um 390 v. u. Z.) zuriick.) )
Archimedes (um 287—212 v. u.Z.) versuchte, den Flichen-
inhalt des Kreises zu berechnen. Das gelang ihm nicht
nexakt (und konnte ihm auch nicht exakt gelingen!).
Heute wissen wir: Wenn r der Radius des betrachteten Krei-
ses ist, so ist sein Flicheninhalt zr2.

Archimedes hitte die Zahl s — das Verhiltnis von Kreis-
umfang zu Kreisdurchmesser — exakt bestimmen miissen.
Tiir die damalige Zeit, in der man nur Briiche und héchstens
Quadratwurzeln kannte, war das etwas vollig Neues.2)
Damit war auf ganz andere Art und Weise eine weitere Zahl
entdeckt worden, die nicht rational ist. Ein — allerdings
noch unvollstindiger — Beweis fiir die Irrationalitit dieser
Zahl wurde jedoch erst 1761 von Johann Heinrich Lambert
(1728 —1777) gefunden.

1) Wie uns mit den Keilschrifttafeln tiberliefert ist, haben sich schon
die Sumerer im 3. Jahrtausend v.u.Z. mit der Lésung quadratischer
Gleichungen, ja sogar einer speziellen kubischen Gleichung beschiftigt.
Daraus kann man schlieBen, daB bereits die Sumerer mit irrationalen
Zahlen rechneten. Auch die Babylonier besafen schon Tafeln von
. rationalen Niherungslsungen fiir Quadratwurzeln, die sie mit der

— b
Niherungsformel V al+ b=~a-+ 5 aufstellten. Die Irrationalitit
a

dieser Zahlen wurde jedoch erst von den Griechen bewuBt erkannt.
?) Archimedes berechnete die Zahl x niherungsweise, indem er durch
wiederholtes Anwenden des Satzes von Pythagoras den Flicheninhalt
sowohl des einem Kreis einbeschriehenen 96-Ecks berechnete als auch
den des umgeschriebenen 96-Ecks. So ermittelte er als Schranken:
10 10

3 7 <m<3 ik
Das aus oberen und unteren Schranken gebildete arithmetische Mit-
tel ergibt einen N&herungswert fiir x.
Hier zeigt sich das Wesen der reellen Zahlen: Man kann, indem man
die Eckenzahl des den Kreis approximierenden n-Ecks immer mehr
erhdht, den Wert von = immer genauer annihern. Das heiBit, man
kann x durch eine spezielle Folge rationaler Zahlen beliebig genau
approximieren.

Tm 19. Jh. konnte dann Adrien-Marie Legendre (1752—1833)
den Lambertschen Beweis vervollstindigen.

Eine Strecke der Liinge x 148t sich nicht mit Zirkel und Lineal
konstruieren

Die Entdeckungen von }/3 und # begriindeten die Theorie
der nicht- oder irrationalen Zahlen. Bei niherer Betrachtung
zeigt sich, daf} die Natur dieser beiden Zahlen grundverschie-
den ist. AuBer ihrer Irrationalitit haben sie nichts gemein-
sam.

Wihrend V2 die Liange einer Strecke sein kann, die mit
Zirkel und Lineal konstruierbar ist (als Diagonale eines
Quadrats der Kantenldnge 1), ist eine solche Verfahrensweise
fir 7 nicht méglich. Dieser Unterschied wurde allerdings erst
im vergangenen Jahrhundert deutlich.

Abb. 1 Archimedes (um 287—212 v. . Z.), bedeutender
Mathematiker, Physiker und Techniker der Antike,
arbeitete in Alexandria und Syrakus.
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Der franzosische Mathematiker Evariste Galois (1811—1832)
befafite sich unter anderem mit dem Problem, Polynomen-
Gleichungen 5. Grades durch Wurzelausdriicked) aufzu-
l6sen.4) Nachdem viele Versuche, eine Lésungsformel fiir
Gleichungen 5. Grades zu finden fehlgeschlagen waren,
gelang es Galois, eine Ubersicht iiber alle Gleichungen zu
gewinnen, die durch Wurzelausdriicke auflésbar sind, indem

er eine neue Struktur einfithrte. Eine Anwendung dieser

Theorie ist die Losung von ,,Konstruktionsaufgaben mit
Zirkel und Lineal®’.

Nach der Galoistheorie ist fiir die Ausfithrbarkeit einer geo-
metrischen Konstruktion ausschlieBlich mit Zirkel und Lineal
entscheidend, ob die zu konstruierende GriBe Nullstelle einer
Gleichung aq+ ajz 4+ ... + a,2" = 0 mit ganzzahligen
Koeffizienten a; ist, wobei die Gleichung bei Benutzen allein
der vier Grundrechenarten und des Quadratwurzelziehens
auflosbar sein muB.

Damit ist das jahrhundertealte Problem der Verwand-
lung eines Kreises in ein flichengleiches ‘Quadrat
— Quadratur des Kreises genannt — darauf zuriickgefiihrt
zu untersuchen, ob s Nullstelle einer Gleichung
ag+az 4+ ... 4+ a,2" =0 mit den oben genannten zu-
sitzlichen Bedingungen ist. (Die Quadratur des Kreises
bedeutet nichts anderes, als die Linge Vn zu konstruieren.5)
Im Jahr 1882 konnte Ferdinand Lindemann (1852—1939)
zeigen, daB es kein Polynom P(z) =ay+asz+ ... a,z" mit
ganzzahligen Koeffizienten a; gibt, fiir das P(x) = 0 ist.
Das heiBit, daB = nicht Nullstelle eines Polynoms sein kann,
also nicht ausschlieBlich mit Zirkel und Lineal kénstruierbar
ist. Damit ist aber noch mehr gezeigt:

Die Zahl # hat Eigenschaften, die von den bisher bekannten
Eigenschaften nichtrationaler Zahlen wesentlich abweichen.

Wihrend nichtrationale Zahlen der Form } a Nullstelle des
Polynoms 22 — a = 0 sind (wobel a eine positive ganze Zahl
ist), gibt es fiir & iiberhaupt kein Polynom P (z) mit ganz-
zahligen Koeffizienten und P (n) = 0. x ist also eine Zahl,
die nicht so einfache Eigenschaften wie Wurzelausdriicke hat.
Um # zu untersuchen, sind Methoden erforderlich, die die
;»Krifte der Algebra iibersteigen* — quod algebrae vires
transcendit. x ist transzendent.5)

Relativ viel Zeit verging bis zur Erkenntnis, da$ es nicht-
algebraische Zahlen gibt

Fassen wir das Gesagte zusammen, so ergibt sich das fol-
gende Bild: Viele Zahlen, die wir kennen (ganze Zahlen,
rationale Zahlen, Wurzeln aus rationalen ‘Zahlen) und alle
Zahlen, mit denen in der Praxis gerechnet wird (endliche
Dezimalbriiche — spezielle rationale Zahlen) haben eing
Eigenschaft gemeinsam:

Fir jede solche Zahl z gibt es ein Polynom

P(@)=ay+ az+ ... + ayan

mit ganzzahligen Koeffizienten a;, das an der Stelle z =z
eine Nullstelle hat, d. h., fiir das 2 (z) = 0 gilt.

Unngekehrt ist natiirlich nicht jede Nullstelle eines solchen
Polynoms ‘eine rationale Zahl oder eine Wurzel aus einer
rationalen Zahl.4) Die Menge aller-Zahlen — die Nullstelle
eines Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten sind — hat
nun eine besondere Stellung in der Menge der reellen Zahlen;
man nennt diese Zahlen algebraische Zahlen.

Am Beispiel der Zahl # haben wir schon gesehen, daB die
Mathematiker relativ spit _erkannten, daB es Zahlen glbt
die nicht algebralsch sind. Im 18. Jh. schrieb Euler in seinem
s»Introductio in analysin infinitorum sinngemif: Es ist
klar, daB die rationalen Logarithmen log,b von rationalen
Potenzen der Basis a herkommen. Wenn b keine rationale
Potenz von a ist, ist log,b selbst weder rational noch irrational
auf der Geraden

Euler hat damit die Existenz von transzendenten Zahlen
(wie er sie nannte) schon fiir gesichert gehalten, obwohl er
allem Anschein nach eine strenge Definition der transzen-
denten Zahl nicht hatte.
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Abb. 2 Satz des Pythagoras in einer arabischen
Handschrift aus dem 14. Jh. (Ausschnitt)

Heute nennt man eine reelle Zahl 3 transzendent, wenn es
kein Polynom P (z) =.ay + ayz + azz? 4 ... 4+ a,z" (mit
n ganzzahligen Koeffizienten a;) gibt, das an der Stelle z.—=
den Wert Null annimmt, also P (z) = 0. Das heifit, wenn es
kein einziges Polynom gibt, fiir das die Zahl z Nullstelle 1st,
nennt man z eine transzendente Zahl.

Transzendente Zahlen sind nichtalgebraische und insheson-

dere nichtrationale Zahlen

Die Frage nach der Existenz von transzendenten Zahlen ist
wesenthch schwieriger zu beantworten als beispielsweise die
Frage nach der Existenz von nichtrationalen Zahlen. Beson-
ders schwierig ist es, fiir eine vorgegebene nichtrationale
Zahl (z. B. fiir a) zu entscheiden, ob sie transzendent ist oder
nicht. Darauf werden wir spiter eingehen. Zunichst wollen
wir uns diesen Unterschied zwischen transzendenter und
nichttranszendenter Zahl noch einmal klar machen:

Die rationalen Zahlen Liegen zwar dicht aber nicht liickenlos
auf dem Zahlenstrahl. Wollen wir eine Strecke auf dem Zah-
lenstrahl ‘genau durch eine Einheitsstrecke ¢t messen, so ver-

t

wendep wir nacheinander die MeBstrecken ¢, ——fo—’ 100" """
Jede weitere Messung steuert eine neue Dezimale zur MaB-
zahl bei. Auf diese Weise entsteht ein Dezimalbruch, der in

2 4

Lésen einer beliebigen quadratischen Gleichung #? + pzr + q = 0
ist allgemein bekannt. Italienische Mathematiker kannten schon im
46. Jh. das Prinzip der allgemeinen Lésungsformel von Gleichungen
3. und 4. Grades. Weitere Formeln wurden nicht gefunden. Der nor-
wegische ' Mathematiker Niels Henrik Abel (1802—1829) zeigte, daB
eine derartige Losungsformel fiir Gleichungen 5. Grades nicht existie-
ren kann. .

4 Vgl. dazu auch G. Pfister, M. Roczen, .Algebraische Geometrie I“,
Wiss. u. Fortschr. 23 (1973) 10, S. 446—449 )

5) Ein Kreis mit dem Radius 1 ¢m hat den Flicheninhalt x cm3; ein

P |/ pd '
3 Der Wurzelausdruck z,,, = —- + v—— —gq als Formel zum

Quadrat mit demn Flicheninhalt = cm? hat die Kantenléinge ]/7! cm.
6) Dieser Ausspruch geht auf Leonhard Euler (1707—1783) zuriick.
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Ausnahmefillen abbricht oder periodisch ist (d. h. genau in
diesem Fall eine rationale Zahl darstellt). Die endlichen und
die unendlichen positiven und negativen Dezimalbriiche
bilden den Bereich der reellen Zahlen.?) Man kann leicht
einen unendlichen Dezimalbruch konstruieren, der nicht
periodisch ist. Damit erhilt man eine nichtrationale Zahl.
Nur in Ausnahmeféllen kann man an der Dezimalbruch-
entwicklung erkennen, ob eine Zahl algebraisch oder trans-
zendent ist. (Wie soll man im allgemeinen eine Ubersicht
iber eine unendliche nichtperiodische Entwicklung der
Dezimalstellen nach dem Komma gewinnen?). Wir werden
im nichsten Abschnitt noch einmal darauf zuriickkommen.

Liouville wies als erster die Existenz von transzendenten

Zahlen nach

Mitte des 19. Jh. konnte Joseph Liouville (1809 —1882) zum
ersten Mal die Existenz transzendenter Zahlen nachweisen.
Er zeigte zunichst, daB bei der Anniherung algebraischer
Zahlen durch rationale Zahlen8) spezifische GesetzmiBig-
keiten auftreten, und er gab dann einfache Beispiele fiir
Zahlen an, die diesen GesetzmiBigkeiten nicht geniigen —
die also nicht algebraisch sein konnen.

Genauer hat Liouville folgenden berithmten Approxima-
tionssatz fiir algebraische Zahlen bewiesen:

Ist y eine algebraische Zahl, P (v)=ay+4-az+4...4a,x
ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten a;, fir die
y Nullstelle ist, also P(y) = 0, dann gilt fir alle ganzen
Zahlen p und fiir alle hinreichend groBen natiirlichen Zah-
len g stets folgendes

1

ist, dann ist P

™*

)i -7

enn — _— - =
q s q 4

Das war eine aufsehenerregende Entdeckung. Sie besagt

praktisch: Alle von y verschiedenen rationalen Zahlen

% mit hinreichend groBem Nenner ¢, die sich von einer
. o 1

. algebraischen Zahl y um die Differenz von hochstens —
q

unterscheiden, kénnen ¢ nicht niher kommen als —i

Dabei ist r der Grad eines Polynoms mit ganzzahligen Koef-
fizienten, das y als Nullstelle besitzt. Das bedeutet, daBl aus
der bestméglichen Anniherung einer auf Transzendenz zu
untersuchenden Zahl z abzuleiten ist, ob es sich um eine
algebraische oder um eine nichtalgebraische (d.h. trans-

zendente) Zahl handelt — je nachdem, ob die rationale Zahl

P “ . .
T als Niherungswert sich um wenigstens von z un-

qn+1
terscheidet bzw. ob diese Differenz geringer als —r ISt

Wenn es nun gelingt, eine reelle Zahl zu konstruieren, die
fiir jedes n eine bessere Anniherung durch die entsprechende

rationale Zahl_% gestattet als es der Satz von Liouville

erlaubt, dann ist diese Zahl transzendent.
Als Beispiel dazu betrachten wir die Zahl
& 1 1 1 1
gi 10v T 10 + 102 ,+ 106 + 1024
0,1100010. . .010...010.
r=3!=6 p==4! p=5!
Zunichst ist ersichtlich, daB8 diese Zahl ein nichtperiodischer
Dezimalbruch ist, da die Abstéinde zwischen den Einsen im-
mer groBer werden. Also. ist a irrational (jedoch damit noch
nicht transzendent!) Die Zahl « 148t sich nun durch die Folge

der rationalen Zahlen z,, = Pm

9 v=1

101 i beliebig genau

annihern. Wenn a algebralsch wire, wiirde ein Polynom
. a,2" mit ganzzahligen Koeffizien-

P(z) =ap+ ayz + .

ten a; existieren, fiir das @ Nullstelle ist, also mit P (a) = 0.
(Sollte a eine transzendente Zahl sein, muB dies jedoch wider-

-legt werden!). Um das zum Widerspruch zu fiihren, betrach-

ten wir eine der oben definierten Zahlen x,, mit m>n+4-1.

Die Darstellung von z,, als Bruch sei

A mo1q
10! =zm=y§1 10!

. A 1 .
Nunista — —+ > wie man aus der Definition

10m! = 1omr
von e und der Dezimalbruchentwicklung erkennt.
Nach dem Satz-von Liouville (+) miiBte dann

A < 1 .
a — 0T = “TomT e sein.
Wenn man aber beide Zahlen in ihrer Dezimalbruchentwick-
lung hinschreibt und vergleicht, erkennt man das Gegenteil:
4 .
— ——r==0,0...010...010...
10! (m41)! (m4-2)!

1
——————=0,0..... 010......
1 >
1gmt () ml(n+ 1)
Da m!(n4 1) <. (m+1)! ist, steht die 1 in der Ziffernfolge

der letzten Zahl einige Ziffern vor der ersten 1 aus der Zif-
fernfolge der ersten Zahl.

A 1

10m! < 1gm! (nt+1)

Das ist ein Wlderspruch zum Satz von Liouville. Dieser

Widerspruch kann seine Ursache nur darin haben, daB wir
angenommen hatten, a wiire algebraisch.

Damit ist gezeigt, daB die Zahl
0,1100010..... 010..... 010....
Der Beweis des Satzes von Liouville ist von heutigen Stand-
punkt elementar und fiir jemanden, der die Differential-
rechnung kennt, ohne Schwierigkeiten zu verstehen.

In Wirklichkeit gilt also a —

transzendent ist.

Die algebraischen Zahlen sind abzihlbar

Etwa 25 Jahre nach Liouville gelang Georg Cantor
(1845—1918) bei seiner Arbeit auf dem Gebiet der Mengen-.
lehre ein neuer Beweis fiir die Existenz transzendenter
Zahlen. Die Methode ist vollig verschieden von der eben
beschriebenen, und sie hat eine breite Entwicklung in der
Mathematik ausgelést.

“Cantor wies nach, daB man die algebraischen Zahlen ab-

zihlen kann. Was bedeutet das? Man kann jeder algebra-
ischen Zahl eine natiirliche Zahl — ihre ,,Registriernum-

mer*’ ‘— zuordnen. Wie ist das méglich, da die Menge der

- natiirlichen Zahlen doch eine Teilmenge der Menge der

algebraischen Zahlen ist (wenn z eine natiirliche Zahl ist,
ist z Nullstelle des Polynoms &+ — z)? .

Die Menge der algebraischen Zahlen ist unendlich, und auch
die Menge der natiirlichen Zahlen ist unendlich; es sind also
geniigend ,,Registriernummern‘ fiir die algebraischen Zahlen
vorritig. Das erscheint jetzt plausibel. Es gibt aber durchaus
unendliche Mengen — z. B. die Menge der reellen Zahlen —,

7) Die Darstellung reeller Zahlen durch Dezimalbriiche geht im we-
sentlichen auf dem hollindischen Kaufmann und Ingenieur Simon
Stevin (1548—1620) zuriick. .

Streng genommen muB man bei der Darstellung reeller Zahlen durch
Dezimalbriiche darauf achten, daB fiir rationale Zahlen diese. Dar-
stellung nicht immer eindeutig ist (z. B. hat 1f;y die Darstellung
0,100. .. und auch 0,0999 .. .).

8 Bekanntlich kann man jede reelle Zahl beliebig genau durch ra-
tionale Zahlen anndéhern. Das erkennt mz;n, wenn man sich eine re-
elle Zahl a in ihrer Dezimalbruchentwicklung vorstellt und beriick-
sichtigt, daB das Abbrechen dieser Entwidilung nach der n-ten De-
zimalen eine rationale Zahl liefert. '
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- nichtrationale *
. Zahlen .

a | b TRANSZENDENTE
: (nichtalgebrai-
sche) ZAHLEN

Abb. 3 Die Menge der reellen Zahlen besteht — je nach
Betrachtungsweise — einerseits aus den disjunkten
Teilmengen der rationalen und der nichtrationalen (auch
irrationalen) Zahlen (Abb. 3a) und andererseits aus den
disjunkten Teilmengen der algebraischen Zahlen und der
nichtalgebraischen oder transzendenten Zahlen (Abb, 3b).
Aus der Graphik 3¢ geht hervor, dafl simitliche rationalen
Zahlen algebraische Zahlen sind (d. b. die Menge der
rationalen Zablen ist Teilmenge der algebraischen Zahlen),
und daB aber nichtrationale Zahlen algebraische oder
transzendente Zahlen sein kénnen.

(Die Graphik sagt natiirlich nichts iiber die Lage der
Zahlen aus, wenn man sie sich als Punkte auf der reellen
Zahlengeraden vorstellt. Dort kann man die algebraischen
Zahlen von den transzendenten nicht so ,,schén® trennen;
zwischen zwei verschiedenen rationalen.Zahlen liegt stets
eine transzendente Zahl, zwischen zwei verschiedenen
transzendenten Zahlen Liegt stets eine rationale Zahl.)

die sich nicht mit Hilfe der natiirlichen Zahlen durchnume- °

rieren lassen, d. h., es gibt verschiedene ,,Arten des Unend-
lichen‘‘s). Diese herausragende Entdeckung ist das Verdienst
Cantors.

Er zeigte, daB die Menge aller reellen Zahlen nicht abzéhlbar
ist (d. h., daB es ,,sehr viel mehr*‘ reelle Zahlen als algebra-’
ische Zahlen gibt), und er wies auf diesem Weg die Existenz
von transzendenten Zahlen nach. Aus heutiger Sicht ist der
Beweis nicht schwierig, und wir wollen uns diesen hier an-
sehen:

Zunichst wollen wir uns iiberlegen, wie man die algebra-
ischen Zahlen durchnumerieren kann.

Wir werden dazu zeigen, daB sich die Menge der algebra-
ischen Zahlen in Klassen K,,,n = 2,3, ..... einteilen lassen,
so daB in jeder Klasse K, nur endlich viele algebraische
Zahlen liegen. Dann numerieren wir die .Zahlen der Klasse
K, durch; danach die der' Klasse Kj, dann die der Klasse
K, .... und ordnen auf diese Weise jeder algebraischen
Zahl ihre ,,Nummer* zu, d. h., wir zihlen die algebraischen
Zahlen ab. '

Da die algebraischen Zahlen dadurch charakterisiert sind,
daB sie Nullstellen von Polynomen mit ganzzahligen Koeffi-
zienten sind, betrachten wir zunéchst diese Polynome und
werden sie in verschiedene Klassen einteilen, die jeweils nur
aus endlich vielen Polynomen bestehen. Jedem Polynom
P (z)=ay+4-a,x+ ... 4 a,2" mit ganzzahligen Koeffizienten

und @, &= 0 ordnen wir deshalb eine natiirliche Zahl zy, die
gewdhnlich als Hohe des Polynoms bezeichnet wird. Poly-
nome gleicher Hihe bilden dann eine Klasse. Als Héhe von
P (x) bezeichnen wir die Zahl h=n--|dg|+ |ay| 4. .. + lapl
Es ist klar, daB zu einer fest vorgegebenen Héhe i nur
endlich viele Polynome dieser Héhe existieren. So gibt
es zur Héhe h =2 nur die Polynome P(z) =2 und
Pr)=—ah=14+0+4+1=2bzw.h=1+404 —1=2);
zu h =3 gibt es die Polynome P{z) =22, P(z) = —a?,
Pa)=z2+41, P@a)=—z—1, Plz)=2—1, Plz)=—a241,
P(z)=2r und P (2)= —2x. AuBerdem gibt es noch kon-
stante Polynome (z. B. P (z) =2 und P (r) = —2) zur Héhe 3,
die hier aber nicht von Interesse sind. -

Nun ist bekannt, dal ein Polynom
Px)=ay+ax+ ... 4 aa"

vom Grad n héchstens n reelle Nullstellen hat. Daraus folgt,
daB es zu vorgegebener Hohe k nur endlich viele algebraische
Zahlen gibt, die Nullstelle eines Polynoms der Héhe A sind.
Wir kénnen deshalb die algebraischen Zahlen folgender-
maBen durchnumerieren: Fir die Hohe h = 2 gibt es. eine
algebraische Zahl, die Nullstelle eines Polynoms der Héhe 2
ist — niamlich 0 (da die Polynome der Hihe 2 nur  und —z
waren). Diese algebraische Zahl- bekommt die ,,Registrier- .
nummer* 1. Fiir die Hohe h = 3 gibt es 3 algebraische
Zahlen, die Nullstelle eines Polynoms der Héhe h = 3 sind,
ndmlich 0, 1 und —1 (vgl. die entsprechende Aufstellung der
Polynome der Hohe i = 3). Die algebraische Zahl Null hat
schon eine Nummer, die Zahlen 1 und —1 bekommen die
Nummern 2 und 3. So verfahren wir weiter. Zur Héhe 4 gibt |
es 22 Polynome; wir wollen nur diejenigen aufschreiben, die
neue algebraische Zahlen liefern: P(x) =2 — 2, P(a) =
z 42, P(x)=2x 4 1, P(z) = —2x + 1. Wir erhalten hier

i
vier neue algebraische Zahlen:—— 2, —2. Diese erhal-

2 27
ten die Nummern 4, 5, 6, 7. Bei der Héhe 5 tritt zum ersten
Mal eine nichtrationale Zahl auf, nimlich V2 (mit dem Poly-
nom x2 — 2). Diese kénnte die Nummer 8 bekommen . . ..
Wenn wir so weiter verfahren, kénnen wir wirklich alle alge-
braischen Zahlen durchnumerieren, da ‘es zu jeder festen
Héhe nur endlich viele algebraische Zahlen gibt.

Als zweites soll nun gezeigt werden, daB man die reellen
Zahlen nicht abzédhlen kann.
Der Beweis vom Gegenteil soll gefiihrt werden.
Dazu nehmen wir an, wir hitten die reellen 7%#len des Ein-
heitsintervalls durchnumeriert, d. h. alle reellen Zahlen a mit
der Eigenschaft 0 < a < 1. Dann lieBen sich diese Zahlen in
einer Folge |

ay=0,3214219%13 + o vt

ay =0, 3291299593 -« ...

a3 =0, 231239733 - . - . . .

aufschreiben, wobei die z;; die Ziffern 0, 1, ... oder 9 sind.
Wir werden nun eine Zahl b konstruieren, die in dieser Folge
nicht vorkommen kann.

Wir setzen z; + 1, falls 3;; <8
b=0,zz973 ..... mit x; =" { z; — 1, falls z;; >8
Wichtig bei der Konstruktion von b ist, daB wir die Ziffern z;
der konstruierten Zahl so wihlen, daB sie von den Ziffern z;;
verschieden sind.19) Die so konstruierte Zahl kann in der
Folge a4,a,a;, ... nicht enthalten sein. Wire nimlich. die
konstruierte Zahl b = a;, fir ein k, d. h., wiirde die kon-
struierte Zahl mit einer der durchnumerierten reellen Zahlen
des Einheitsintervalls iibereinstimmen, dann miite

b=0,z29.... T .. =Qp =Zp42p3 <o+ Skl =+ -+
sein. Daraus folgt aber z) = z;. Das stimmt aber nicht, es

ist ja = ==z, + 1. Damit kann b nicht eine der Zahlen

% siehe M. Kiihnrich, ,,400 Jahre Mengentheorie“, Wiss. u, Fortschr.
24 (1974) 12, S. 530
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a4, ay, ... sein. Wir haben also gezeigt, daBl die Menge der
reellen Zahlen zwischen 0 und 1 nicht abzihlbar ist. Dann
kann aber die Menge aller reellen Zahlen erst recht nicht
abzihlbar sein.
Die Menge der algebraischen Zahlen ist eine Teilmenge der
Menge der reellen Zahlen. Da die Menge der algebraischen
Zahlen. Es gibt also ,,sehr** viele Zahlen, die nichtalgebraisch,
d. h. transzendent, sind. Cantor hat damit auf fiir-uns recht
einfache Weise die Existenz transzendenter Zahlen nach-
gewiésen,
Viel schwieriger ist es, von einer vorgegebenen Zahl zu ent-
scheiden, ob sie algebraisch oder transzendent ist. Wie wir
schon zu Anfang gesehen haben, konnte erst relativ spit die
Transzendenz von & nachgewiesen werden. Das gleiche gilt
fiir die aus der Analysis bekannte und wichtige Zahl

" .
e=3 Lo tim (1+i) — 271828 .....
=0 7! n-+oco n
Einiges iiber die Zahlen x und e !
Man kann verhaltnisméBig leicht zeigen, daB e nichtrational
ist (Jean Baptiste Joseph de Fourier, 1768 —1830): -

. o«
Wir benutzen die Reihendarstellung vone: 6 = )’ i )

. . - . a
Nehmen wir einmal an, e wire rational, d. h. e = — fiir

b
geeignete natitrliche Zahlen a, b. Dann betrachten wir die
Zahl

b!

‘ b!
b‘e=b'+..+b—!+w)'—+. Diese- Zahl ISt

. ganz, da aus e = % folgt ble = (b— 1)!a. Daraus folgt, daB
auch die Zahl - -

b! 11 _
= ble— {p! e
z=vie— (o4t )= ey + ey
ganz sein mufB. Nun ist aber die Zahl - : .

1 1 1
Aus diesem Wlderspruch folgt, dafB”die Zahl e mcht ratio-
nal sein kann.

Die Irrationalitit von sz ist schon schwieriger zu beweisen,
weil #n nicht durch eine so einfache Reihe darstellbar ist.

Noch schwieriger ist die Arithmetik von e 4 7 : Bis heute ist
"noch nicht bekannt, ob e + x rational oder irrational ist.

Ende des 19. Jh. konnte Charles Hermite (1822—1901) mit
recht schwierigen komplex-analytischen Methoden (Betrach-
tung gewisser Integrale mit unendlichen Grenzen) die Trans-
zendenz von e nachweisen. Der Mathematiker Lindemann
entwickelte diese Methode weiter und zeigte damit die
Transzendenz von =m. Spiter konnten u.a. David Hilbert
(1862—1943) und H. Weber (1843—1913) noch wesentlich
einfachere Beweise dafiir geben. Endpunkt dieser Entwick-
lung war im Prinzip der Satz von Lindemann-Weierstra3:
Seien a, , ..., a, algebraische Zahlen, die nicht alle 0 sind
und by, ...,'b, paarweise verschiedene algebraische Zahlen,
dann ist ajebl + ... 4 a,ebn < 0.

Dies wurde 1885 von Karl WeierstraB (1815 —1897) bewiesen.
Aus diesem Satz folgt natiirlich sofort die Transzendenz von
e und 7r: Wiire nimlich e algebraisch, wiirde e einer Gleichung

e+ ... +cie+ ¢g =0 geniigen mit rationalen Zah-
len c;. Das w1derspncht sofort dem obigen Satz. Weiterhin
ist e"’ =cosn } ising = —1. Wire n algebraisch, wiirde

das auch dem obigen Satz widersprechen.

Das 7. Hilbertsche Problem

Zur Jahrhundertwende hatte Hilbert auf dem internationa:
len MathematikerkongreB in Paris dreiundzwanzig Probleme

formuliert. Dieser Vortrag erwies sich in den spiteren Jahr-
zehnten als Programm fiir die weitere Entwicklung der
Mathematik ; es zeigte sich immer deutlicher, daB Hilbert
Kernprobleme der Mathematik getroffen hatte. Die Lésung
dieser Probleme hat auf viele Gebiete der Mathematik
befruchtend gewirkt. Hilbert stellte als 7. Problem die Auf-
gabe zu untersuchen, ob die Zahl 2V2 — oder allgemeiner
a® mit algebraischen Zahlen a und b — transzendent oder
algebraisch ist. Derartige Vermutungen gehen — wie schon
erwihnt — auf Euler zuriick.

In der Entwicklung von Beweismethoden fiir die Trans-
zendenz von Zahlen sind in den 75 Jahren, die vergangen
sind, seit die Hilbertschen Probleme gestellt wurden, wesent-

" lche Erfolge erzielt worden.

Im Jahr 1936 konnten A. O. Gelfond und unabhingig von

. ihm T. Schneider allgemein folgendes zeigen:

Wenn a eine von 0 und 1 verschiedene algebraische Zahl ist
und b eine micht rationale algebraische Zahl, dann ist a?
transzendent. Damit wurde das 7. Hilbertsche Problem
(iiber 30 Jahre nachdem es formuliert worden war) gelost.
Dieses Resultat ist praktisch auch die Antwort auf die zuvor

angefiihrte Eulersche Vermutung:

Die Zahl log,b ist fiir algebraische Zahlen a und b entweder

transzendent oder rational. Wenn namlich b =a P ist fiir
q

ganze Zahlen p und ¢, dann ist log,b = P_Sational. Wenn

b keine (rationale) Potenz von a ist, dann ist die Zahl
¢ = log,b transzendent. Wire niamlich in diesem Fall (der
Transzendenz) log,b algebraisch, dann miiite ¢ auch nicht-
rational sein. Dann ist aber nach dem Satz von Gelfond die

. Zahl b = al°&,% transzendent. Das stimmt aber nicht, da von

einer algebraischen Zahl b ausgegangen worden war; somit
muB log,b transzendent sein.

Viele Resultate kénnten hier noch genannt werden, die den
Fortschritt auf diesem Gebiet dokumentieren: Man hat eine
Klasseneinteilung der transzendenten Zahlen vorgenommen,
ein Ma fiir die . Kompliziertheit der Transzendenz wurde
eingefiihrt.

. K. Mahler, K. F. Roth und T. Schneider verallgememerten

den Satz von Liouville. Aus deren Verallgemeinerung kann
man u. a. folgern, daB die Zahl .0,12345678910111213 .

transzendent ist.

Ein Resultat der letzten Jahre soll nun noch angefﬁhrt wer-
den, um ein Beispiel fiir die Arbeit auf dem Gebiet der trans-
zendenten Zahlen in unserer Zeit zu geben. A. Bakér bewies
1966 folgenden Satz: Seien ay, ..., a, von 0 und 1 verschie-
dene algebraische Zahlen und by, ..., b, algebraische Zah-
len, so daB 1,b; ... b, tber den rationalen Zahlen linear
unabhingig ist (d. h. fiir alle rationalen Zahlen z,, ..., x

ist die Summe by 4 ... 4 z,b, irrational, auBer fir
2y = ... =, =0). Dann ist das Produkt a,1 -.. g,bn
transzendent. ‘

_ Bei der Untersuchung der transzendenten Zahlen ist vieles

schon getan, viele Fragen sind aber auch noch offen. Wie
schwierig die Untersuchung, transzendenter Zahlen ist, ver-
deutlicht folgende Frage, auf die bis heute niemand eine
Antwort weiB : Sind die Zahlen e + 7, ¢ — n, en transzendent
oder nicht?

Wie so oft in der Mathematik hat die Lésung eines Problems. .

(z. B., daB e und = transzendent sind) neue Probleme nach
sich gezogen. Sicher wird man auch hier eines Tages neue
Methoden entwickeln und diese Frage beantworten kénnen.

1) Man muf streng genommen auch darauf achten, dal kein endlicher
Dezimalbruch und kein Dezimalbruch, der von einer gewissen Stelle
an nur Ziffern 9 enthilt, entsteht, da in diesem Fall die Darslellung
dieser reellen Zahl durch Dezimalbriiche nicht eindeutig ist.

n




