ZUM SATZ VON WEIERSTRASS —GRAUERT FUR
ALGEBRAISCHE POTENZRETHEN

VON
MARKO ROCZEN und GERHARD PFISTER

1. EINLEITUNG

Sei %k ein algebraisch abgeschlossener Keérper, T =(1,...,T,)
ein m-Tupel von Unbestimmten. In [2] hat Grauert fiir den Korper %
der komplexen Zahlen und den Ring k{T} der konvergenten Potenzreihen
eine weitgehende Verallgemeinerung des klassischen Vorbereitungssatzes
von Weierstra3 bewiesen. Sie besteht darin, daB man jedem Ideal eine
biholomorphe Invariante, genannt reduzierendes System, zuordnet, so
daB das Ideal nach einer geeigneten linearen Koordinatentransformation
ein eindeutig bestimmtes zu dem reduzierenden System gehoriges Erzeu-
gendensystem von ,,Weierstra8polynomen” hat. In [6] hat einer der Au-
toren bewiesen, da8 eine entsprechende Aussage auch fiir die formalen
Potenzreihenalgebren iiber einem beliebigen Korper k gilt und dariiber
hinaus fiir alle Unteralgebren, die einer gewissen Zusatzbedingung (der
Gilltigkeit einer Divisionsformel) geniigen. Daraus folgt unter anderem,
duaB8 Grauerts Resultat auch dann richtig bleibt, wenn & ein beliebiger
vollstindig bewerteter Korper ist und wir den Ring der konvergenten
Potenzreihen iiber diesem Korper betrachten.

Es entsteht nun die Frage, ob man die Aussage auch fiir algebrai-
sche Potenzreihen aufrecht erhalten kann, was nach dem Gesagten einen
Beweis der Divisionsformel erfordert. Da sie fiir formale Potenzreihen-
ringe bewiesen ist, kommt es hier darauf an, die auftretenden Terma zu
algebraisieren. Es zeigt sich, daB man den Artinschen Approximations-
satz [1] nicht direkt anwenden kann. Wir werden in dieser Arbeit einen
auf unser Problem zugeschnittenen Approximationssatz fiir lineare
Gleichungssysteme iiber einem Polynomenring in zwei Verinderlichen
‘beweisen, der es uns dann gestattet, den Grauertschen Satz fiir den Ring
k<Ty,..., Ty) mit m < 3 zu beweisen. .

2. BEREITSTELLUNG DER GRUNDBEGRIFFE

Sei veN™ ein Multi-Index, v = (vy,..., vm), S0 schreiben wir =
= TY- Tp. ....T,". Wir setzen |v| = v, + ... + v, und werden einen
Multiindex v' = (v,..., v;) mit ¢ < m gelegentlich mit dem Multiindex
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(vggeevy ¥4 0,...,0)e N™ identifizieren. Nach Grauert [2] versteht man
unter einem reduzierenden System & ein m-Tupel (s;,..., $u) von
Abbildungen s; gewisser Teilmengen von (N U{co})~!, die wnaémﬁo in
der Emﬁmm der Huoﬁﬁdob mpuuac Zahlen <mu9§@a EZ ,MSV haben, so daB

s, = konstant
8; = 8i( iy + 5 Vi—1) definiert fiir 0 < v; < gy, .. .,
0 < vir < 8i—1(vyje -y Via)

ist und berdies gilt: ]
o Istsisa(vyy. -0y Visg) = 00, 80 iSt 84(Vyy . - ., vii1) = o0 fiir alle vi_, e N.
Der Multiindex v = (v,,. 5 Vi) (2 < m) upm:wﬁ reduziert dmnzmbow &,
falls er zum Uobb&obmdoaoar von & gehort. Falls tiberdies & < m EE
wiz V35 + -5 V) # 00 ist, so nennen wir v endlich und setzen v¥=(v,..
Vi .&i?: Durch die v* ist & offenbar eindeutig charakterisiert. Hme
/= Za, T% a, ¢ k eine formale Potenzreihe iiber %, so nennen wir sie
beziiglich & reduziert, falls @, — 0 ist fiir ‘alle v, 9@ nicht & -reduziert
sind. Zu jedem Smgaumbmmb m%mdeﬁ gibt es stets nur endlich viele
endliche Multiindizees. Eine Menge A = {w,, v endlich zu &} heilt zu &
gehoriges System, wenn «, = TV + r, formale Potenzreihen mit o(ry) > v*
ist (o bezeichnet den EoEmﬁob Eﬂ;:bmoﬁ zu dem ein von 0 verschiede-
ner Term der Potenzreihe gehort ; die Multiindizees sind dabei wie iiblich
lexikographisch geordnet, d.h. fiir u, ve N™ schreiben wir p < v, falls.
_t_A_i ist oder |u| = |v] und fir ein ¢ gilt p<<vi, piy; = viy; fiir
j=1,...,m —1i). Wenn auBerdem alle r, reduzierte Potenzreihen sind,
S0 w@? A ein zu & gehoriges System von WeierstraBpolynomen. Z@ow
[6] gilt nun:
(A) Divisionsformel : Sei A = {&,} ein zu & gehériges System, so hat
jedes ke k [[T]] eine eindeutige Darstellung » = Y, @yo, + 7 mit einer
v

beziiglich & reduzierten Potenzreihe » und
Qek [[Tiss, ..., Tul] fir v = (vgy-..y W),

(B) Vorbereitungssatz : Sei A eine k-Unteralgebra von E[[T]], in der
die Aussage (A) gilt. Dann gehort zu jedem Ideal J von A ein reduzie-
rendes System &, sodaB J nach einer hinreichend allgemeinen linearen
Hwoougb@ambﬁywmmoagpﬁow ein durch & eindeutig bestimmtes Erzeu-
gendensystem von WeierstraBpolynomen. besitzt mit red (J) =0 (red
bezeichnet den durch (4) eindeutig bestimmten ,,Rest* bei der Division
durch A).

Wir beweisen nun die Aussage (A) fiir den WEM der Emmcugmowob Woaobs-
reihen in m < 3 Unbestimmten und gewinnen damit nach (B) eine
allgemeine Existenzaussage fiir diese Ringe.

~ Dann eistieren Qyek(Ti,..., Ty> mit M.._ 0,0, = f.
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3. DER APPROXIMATIONSSATZ

T2, Seien f, o, ek[[Ti, Ty, Tsll, v=0,..., t, o,T;-allgemein, d.h.
2 B ¢

o T3, 0,0) # 0. Seien @, e K[[Ts,...,T5]] mit M @, =7 und §,¢
[T, T3] fiir v> 0. T

Beweis. Wir benétigen folgenden m:»,mmwas
LeMMA : Sei

QE.NH + ...+ a,,X, + by Y, + . + Fa m =.0

- a.«ﬁ.NH et 8 X, +,~v.ﬁ.ﬁﬁ+ .+ @usu.w =0

ein lineares Gleichungssystem mit aux, bu, ¢, € k Ty, Ty). Wenn dieses Glei-
chungssysiem . eine . formale Lasung (%;), (¥;) @ e k[[Ty, T,]] wnd y, ¢
E[[T,1] hat, dann ewistiert eine algebraische Lisung (), (y,;) des obigen
Systems mil 2 €k {Ty, Ty> und y, e k{Tp>.

Wir wollen zunéchst einmal annehmen, der Hilfssatz sei bewiesen. Nun
betrachten wir die Gleichung X w,Q, = f. Da o, T;-allgemein ist, kénnen
wir nach dem Weierstraf’schen <oudmuo;swmmmp§ fiir &madangWo
Potenzreihen

s—-1

, :

0, = wyeg + Y o, ;1§
§=0

8—1
J=fo,+ ¥ HT]
. i=0

schreiben, wobei die w,; und f; aus k¥ ( T, T3 ) sind.
Daraus erhalten wir die folgende Gleichung :

— t — e §—1 .
€oA©c+ M 80@«. |.~:v + z Wy; m@c = M..._ .\“Hﬂm.
v=1 i=0

Wegen der BEindeutigkeit der Zerlegung im Weierstra’schen Vorberei-
tungssatz folgt :

Um den Satz zu beweisen, geniigt es offenbar das zweite Gleichungs-
system zu algebraisieren. Da das zweite Gleichungssystem nur von 7', und
T'; abhéingt, kénnen wir unser Lemma anwenden und der Satz ist bewiesen.
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Beweis des Lemmas. Sei a;, = Ti*al, und ay T,-allgemein. Sei 0.B.d.a.
ey minimal (sonst ordnen wir die Gleichungen und die Variablen X, um).
Wir wenden nun auf die aj; den Weierstra8’schen Vorbereitungssatz
fir algebraische Potenzreihen an und erhalten

uu.lu.

~ !
Qe = Gptys + Y, T
i=o

s.—1

by = Puais + W b T
=0

8.1

~ , 3. !
6 = ¢ay + Y, ¢y T

©l=0

Damit kénnen wir unser Gleichungssystem in der folgenden Gestalt
schreiben :

P - " = o = - _
ap( T3, + T Gude + 2 Pl — &)+ 2 amu Ti,+

-+ z F.E.NMW\.& = 2 Cy @m
s, —1

— =% “ — .
Wenn wir weiterhin 7%, = x50, + Y. @wr T3 setzen, erhalten wir
r=0

schlieBlich

B T8, + Blipdy 4 2 Dol + = GuTm — 85) +
|T > Q“.E&E.: H.,m IT p)) @ﬁ;@m@w =2 abﬂm“.

Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung im WeierstraB’schen Vorbe-
reitungssatz erhalten wir daraus das folgende Gleichungssystem :

[~

(1) SH:&H + 2 Gy, + 2 by +Z Qi = ¢
(2) 2 AT + Z by, = ¢y,

Das zweite Gleichungssystem ist iiber k (T,) definiert und hat formale
Losungen in E[[T,]].

Nun war p;; minimal. Wir konnen das aus s Gleichungen bestehende
System (1) zu dem folgenden dazu #quivalenten Gleichungssystem
umformen : : :

P11~ ooy o ¥ = ~
T.%% + Y 6@ + Z @y + 2 pudy = 6
k=2
o .l = - x
Y Goudy + Z Guzin + Z pa¥r= ¢,
E=2
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aben damit das Problem auf die Lésung von s—1 Gleichungen un
Algebraisierung eines Gleichungssystems ilber % (7T, reduziert
enn wir ndmlich fiir dieletzten s —1 Gleichungen und die Gleichung (£
sine LOSUNE (Zgy « - -y ay Buaty + - -y Yoy -+ -5 Ym) gefunden haben mit @

Zmek(Ty, T,) und y,ek{T,) und y, =7y, mod T¥ fiir geniigen

groBes N, dann konnen wir daraus eine Losung fiir das gesainte Syster
konstruieren, weil 7%u ein Teiler von a; ist und demzufolge auch ei
Teiler von d; und au; (wegen - der Minimalitit von p; und da a;
T, — allgemein ist). .

Wir kénnen nun induktiv iiber die Anzahl s der Gleichungen schlieBer
Dazu miissen wir noch folgenden Hilfssatz beweisen :

Hilfssatz : Wir betrachten das folgende Gleichungssystem :

X, + oo+, X+ by o+ b Y=

..&ENH + oot G ¥n + enZ, + et ewZs = [

&E%H” l_l Teee + &:&Ns l_l QN.HNH + v e I_I &:Nn ”.\~

mit a;, by, cek { Ty, T,) und f;, dij, e,;€ k {T;). Wenn dieses Systen
eine formale Losung (Z,, vs, 2;) hat mit @, e k [[Ty, Ty, ¥s€ k[[Ty]),2: €}
[[7,]], dahn gibt es zu vorgegebenen N > 0 cine algebraische Lésung
(®iy Y5y &) it @, €k Ty, Ty ), Yyy 2 € k(T;) und y; =y, mod TY
Beweis. Sei a; = T5ia; und a T,-allgemein. Wir konnen wieder 0.B.d.A.
voraussetzen, dafl o, minimal ist. Sei nun .eine formale Lésung (Z;, ¥y, 2,
mit der obigen Eigenschaft gegeben. Indem wir mit unserem Gleichungs-
system und mit a; analog zum vorigen System verfahren, konnen wi
es auf folgende Gestalt bringen (analoge Bezeichnungen, nur alles ohne
Index j): ‘ : . . .

T98 + ¥ @&, +Z 5 + 5 0w = ¢ *)
k=2

(3) L TPy + X by, = Sw..

. Zdpyr +Zenz =1

Das Gleichungssystem (3) ist nun iber k { T, ) definiert und hat formale
Losungen aus k[[7;]]. Nach dem Artinschen Approximationssatz [1]
kann man fiir beliebig groBes N (wir wihlen es aber auf alle Fille groBer
p1)-eine Losung (&, ¥, 2) aus k { T, ) finden, die mit der formalen modulo
Ty ibereinstimmt. Wegen der Minimalitit von p, folgt nun,daB 7%
a; teilt. Daraus folgert man sofort da a;T, — allgemein, daB3, 7% auch die
@, und ay, teilt. Dann kénnen wir aber die Losung (y,) in die Gleichung (*)
einsetzen und die , und 7, geeingnet zu algebraischen Potenzreihen
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abdndern, so da8 die Gleichung erfiillt ist (die Abanderungen werden alle
von &, ausgeglichen).
Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

4. BEWEIS DER DIVISIONSFORMEL .

Sei & ein reduzierendes System, A < k (T) ein System zu. &. Wenn
& nicht das triviale System (oo, ..., o) ist, so ist der leere Multiindex
O endlich beziiglich &, d.h. @* = s; daher ist das zu diesem Multiindex
gehdrige Element von A automatischen T,-allgemein. Beachtet man -die
Eindeutigkeitsaussage (A) aus Abschnitt 2, so 148t sich das Ergebnis von
Abschnitt 3 folgendermafBen formulieren :

(*) Sei fek (T), und die Gleichung f = Y 9 o, fir die Potenzreihen

Q. habe eine formale Losung @, mit

Q ek[[Tiysy ..., Tp]] fiir v = (vy, ..., v;), 50 sind alle

), algebraische Potenzreihen.
Wir zeigen nun, daB sich jede algebraische Potenzreihe eindeutig als Summe
einer solchen Linearkombination der o, und einer reduzierten Potenz-
reihe darstellen 1&8t. .
Wir definieren ein reduzierendes System % durch :
$, =8, seinen §,, ..., §; schon definiert, so sei fiir einen im Definitions-
bereich von (8,,...,5;) gelegenen Multiindex v

~ 8i31(v) fiir v endlich zu &
Sipav) = .
1 sonst.
Offenbar ist & > & und es gibt nur endlich viele zu & reduzierte Multiin-
dizes. Sei nun ¢, = o, fir v endlich zu & und g, = T fiir v endlich

zu &, aber nicht endlich zu &. Damit erhalten wir ein System von Weier-
strafpolynomen zu &. Sei nun he k(T ), so ist 7 = Y Qay + 7

mit 7 reduziert zu & (also auch zu Flund @, e kb [[Tiv1y ...y, Tp]] fir v =
= (v1y.++y ¥). Da r ein Polynom ist, gilt f: = h—r ek {(T), daher sind
nach () alle @, € k { T'). Nach Konstruktion ist aber fiir diejenigen v
die nicht endlich zu & sind, die algebraische Potenzreihe @,7" redu-
ziert zu &, woraus die Behauptung folgt. Wir haben damit das folgende
Resultat gewonnen.

SATz: Sei m eine der Zablen 1,2, 3 und ASk{ Ty, ..., T, ) sei ein
zu & gehoriges System, A = {®,}. Dann gibt es fiir jedes hek (T)
eindeutig bestimmte @,, rek(T), so daB b =Y Qo,+r ist,

¢ reduziert und @, fiir
Tiv1y..., T, abhingt.

v =(vy..+, v;) nur von den Unbestimmten
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