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Summary. We prove the genéral preparation theorem of WeierstraB—Grauert for ideals in the
case of algebraic power series. ‘ :

Sei k&’ ein algebraisch abgeschlossener Korper, T=(T}, ..., T,,) ein m-Tupel von
Unbestimmten. In [2] hat Grauert. fiir den Kdrper k der komplexen Zahlen und
den Ring k {T'} der konvergenten Potenzreihen eine weitgehende Verallgemeinerung
des klassischen Vorbereitungssatzes von WeierstraB bewiesen. In [7] hat einer der
Autoren das Analogon dieses Satzes fiir formale Potenzreihenalgebren iiber einem
beliebigen Kérper bewiesen sowie fiir ihre Unteralgebren, die einer gewissen Zu-
satzbedingung (»Divisionsformel”) geniigen. Wir wollen hier diesen Satz fiir den
Ring k {T) der algebraischen Potenzreihen iiber & beweisen. Eine Teilliisung dieses
Problems haben wir bereits in [6] angegeben. Sie basiert auf einer Approximations-
methode, die nur im dort behandelten Falle m<3 anwendbar war. Inzwischen ist
von Mostowski in [5] ein »»verscherfter Artinscher Approximationssatz” bewiesen:
wordene, der sich in modifizierter Form auf das Problem der Algebraisierung der
Divisionsformel anwenden Iift. Damit ist der Grauertsche Vorbereitungssatz
fiir algebraische Potenzreihen iiber k (mit beliebiger Charakteristik) bewiesen.

Wir bemerken, daB der Mostowskische Approximationssatz nur fiir algebraische
Potenzreihenalgebren iiber den komplexen Zahlen (bzw. allgemeiner iiber Koérpern
der Charakteristik 0) giiltig ist, nicht jedoch fiir die entsprechende Algebra der
konvergenten Potenzreihen (vgl. [3]). Die hier verwendete Beweismethode ist
demnach nur fiir den’ algebraischen Fall geeignet.

1. Der Approximationssatz von T. Mostowski. In [5] hat T. Mostowski ein von
Artin in [1] gestelltes Problem gelost. '

Satz 1 (Mostowski). Seien (Xl,‘..., X=X, (Y1, ..., Yy)=Y Unbestimmte und
F=(Fy, ..., F,) ein System von m Polynomen aus C[X, Y}, Cder Kérper_der komplexen
Zahlen. Sei ¢ eine natiirliche Zahl. Ist ‘ ' ’

FLy@)=0 fir =@, .. ), FieClxs, ap o x5, wll
mit, J1 (l)! wes Jr (l) € {1, ey n}’
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So existieren algebraische Potenzreihen

inC<le(i), nary X},[(i)), J’=(J’1, ""yN)’ mit F(A’,y(X))=0

und

Y=y, mod Xe.

KOROLLAR 1. Seien X, Y wie in Satz 1, k ein Korper der Charakteristik 0 und

F=(Fy, ..., F,) ein System von Polynomen ays kX [Y]. Sei ¢ eine natiirliche Zahl.

F (X, 5 (X))=0
Jiir ’

.}7=(}71’ AL J;N)’ ii €k [[le(i)’ seey Xj,,x(i)]]’ . j1 (l)’ -_--’jr (i) € {1’ soey n} ]
S0 existieren algebraische Potenzreihen ‘

Ji € K’ <Xi‘(l)’ eees Xjri(i)>’ . y=(J/1, “eey yN) H
k' eine endliche Erweiterung von k- mit

F(X, 5 (X)) =0

und
Yi=y;mod X°¢,

Beweis. Zunichst kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dafl die F; aus k[X, 1]
sind. Sei M die Menge der Koeffizienten der 7, und der Fi aus k. Sei k,
ische AbschluB von Q (M) (Q der Kérper der rationalen Zahlen). D
F; und die y, iiber ky definiert. Da M abzahlbar ist, 14Bt sich k, in C
gibt also nach Satz 1 eine algebraische Lésung y=(y,, ..., yx) der Gleichung

F(x, Y)=0, Yi € C<Xj1(i)a “rey Xj,.i(i)>

mit ;=3 mod X°. Nun sind, da die ¥: algebraisch sind, diese schon iiber einer
Erweiterung vom endlichen Typ iiber ky definiert, d.h. die i sind tiber (k, 1y, ...
<oy I,y S)/F]s definiert mit einem in § separablen Polynom F(Ty, .., T, S). Nun
wéhlen wir 7, ..., treky, so daB fiir eine Losung s von F(z,, s 15 8)=0 G (¢4,

-» I, §)#0 ist. Dann sind die g;=y, (t,, ..., I, X) iiber k, definiert. Da die F; und
Ji von vornherein iiber k, definiert waren, ist F (X, $)=0 und Ji=J, mod X°. Die
Ji sind also aug ki X Jy(Ds wees X fr,(i)>' Damit sind sie aber schon uber einem endli-

chen algebraischen Erweiterungskérper k* von Q (M) definiert und damit iiber einem
endlichen algebraischen Erweiterungskorper k' von F.

der algebra-
ann sind die
einbetten. Eg

2. Der Vorbereitungssatz, Nach Grauert [2] versteht man unter einem reduzie-
renden System s ein m-Tupel (sy, ..., Sp) von Abbildungen §; gewisser Teilmengen
von (NU {oo})i-1 in Ny {00} (V bezeichnet die natiirlichen Zahlen), so dag

sy =Kkonstant , ‘

Ji‘:si (7)1, seny v,-_l) deﬁniel't fﬁr Osvl <S1,..., 0<91_1 <S‘-_1 (‘vl"""vi—l)

Ideale i',"ﬁ

ist und iiberdies gilt: .
Ist 5;_¢ (vq, iy Dy ) =00, S0
Der Multiindex V=(Uy, oy 7),) i
tionsbereich von s gehort.
Ist iiberdies i<m und s,,, (93,
setzenv* =(vy, ..., v, 5141 (©)):
Es gibt offenbar nur endlich vie
male Potenzreihe iiber k; so nen
Teduziertem » verschwinden. Ei:
weihen iiber k. heiBt. Divisions:
mit 0 (r,)>v* sind( 0 bezeichn
index zu dem ein von Null vers
.alle r, reduziert, so heifit L
gilt nun

Sarz 2 (Divisionsformel). &

Jedes fek [[T]] eine eindeutige

-mit einer beziiglich s reduzierte

Qv ek [[Tisy

SATZ 3 (Vorbereitungssatz)
-die Aussage von Satz 2 gilt (d.
zu jedem Ideal J von A ein reds
-allgemeinem linearen Koordinate;
Lendensystem von Weierstraf |
den durch Satz 2 eindeutig best;

3. Beweis der Divisionsform

1. Fall (Char k=0): Nach
gilt: Sei fe kT und%" O, W,
fiir v=(vy, ..., ;) so sind alle ¢

Die Bezeichnungen vom vor
Divisionssystem LSk {(T> zu f
unmittalbar aus Korollar 1.

2. Fall (Char k#0): Sei W de
Surjektion. Wir wollen zeigen,
=20, w,+r mit wie in Satz 2

Wir wihlen %, /-1 (w,) mit
system L in W{T), also nach
S=20, w,+F fiir ein fixiertes fe
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ist und iibérdies gilt: ’ o

Ist Sy_1 (01 iy Uy_3)=00, 50 ist s} (0y; ..., v;_,)=00 fiir alle v;_1 €N,

Der Multiindex v=(v,, ..., v;) (i<m) heibt reduziert beziiglich s, falls er zum Defini-
tionsbereich von s gehért. S .

Ist iiberdies i<m und s;,, (24, ..., v;) %00, so nennen wir v endlich beziiglich s und
setzen v* = (vy; ..., g, 541 (0)): - . . PO

Es gibt offenbar nur endlich viele Multiindizes vom Typ o*. Ist f=3" a, T"eine for-.
male Potenzreihe iiber &, so nennen wir sie beziiglich s reduziert, falls alle a, mit nicht
reduziertem v verschwinden. Eine Menge L = {w,, v endlich zu s} von formalen Potenz-
teihen iiber k. heiBt- Divisionssystem zu s, falls w,=T" ¥ 4r, formale Potenzreihen
mit 0 (r,)>v* sind( 0 bezeichnet den in lexikographischer Ordung kleinsten Multi-
index zu dem ein von Null verschiedener Term der Potenzreihe gehort). Sind iiberdies
alle r, reduziert, so heiBt L System von WeierstraBpolynomen zu s. Nach [7]
gilt nun : : :

Sarz 2 (Divisionsformel). Sei L={w,} ein zu s gehoriges Divisionssystem, so hat
Jedes fe k[[T]] eine eindeutige Darstellung o

f=Z Oy Wytr

.mit einer beziiglich s reduzierten Potenzreihe r und

Qka[[Ti+1: ey Tm]] ﬁir 7)=(7)1’ o3 ;vi)'

SAT1Z 3 (Vorbereitungssatz). Sei 4 eine k-Algebra, k [Tl A<k[[T]), fir die
-die Aussage von Satz 2 gilt (d.h. mit f, W,e A Jolgt Q, und r aus A). Dann gehort
zu jedem Ideal J von A ein reduzierendes System s, so daB J nach einer hinreichend
-allgemeinem linearen Koordinatentransformation ein durch s eindeutig bestimmtes Ezre-
gendensystem von WeierstraB polynomen besitzt mit red (J)=0 (red (f) bezeichnet
den durch Satz 2 eindeutig bestimmten »»Rest” r bei der Division durch L).

3. Beweis der Divisionsformel fiir & T>.

1. Fall (Char k=0): Nach [6] Abschnitt 4 geniigt es zu zeigen, daB folgendes
gilt: Sei fek<{T> wndZQ,w,_ s it formalen Potenzreihen Q, ek [[Tis1s s T
fir v=(v;, ..., v)) so sind alle Q, algebraische Potenzreihen.

Die Bezeichnungen vom vorigen Abschnitt werden beibehalten, es ist stets ein
Divisionssystem L<k{T) zu fixiertem s vorgegeben. Diese Aussage folgt jedoch
unmittalbar aus Korollar 1.

2. Fall (Char k#0): Sei W der Cohenring von k, j: W{T>—k{T> die kanonische
Surjektion. Wir wollen zeigen, daB fek{(T) eine eindeutige Darstellung f=
=20, w,+r mit wie in Satz 2 normierten Q, und r besitzt.

Wir wihlen w, -1 (w,) mit Anfangskoeffizienten 1 und erhalten ein Divisions-
system L in W{T), also nach [7], Satz 2 eine eindeutige normierte Darstellung
f=§ 0, W,+F fiir ein fixiertes fej~1(f), wobei die 0, und 7 formale Potenzreihen
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iiber W sind. Nun ist W{T)<K{T), wobei_K der algebraische Abschlufl des
Quotientenkdrpers von W ist, char K=0. Damit sind aber nach der Eindeutigkeits-
aussage von Satz 2 und Fall 1 §,, Fe K{T). Damit sind sie aber auch aus W{T,

also j(Qv)=Q|” J(F)=rek<T), qed.

HUMBOLDT-UNIVERSIT.&T ZU BERLIN, SEKTION MATHEMATIK, 108 BERLIN, UNTER DEN LIN-
DEN 6 (DDR)
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I’. Tiprcrep, M. Pouen, ITonroropurensyas TeopeMa IJjd HANAJIOB JJH CAyYas a/refpaHdecKnx:
CTeNeHHbIX DPAAOB

Copep:xanne. B macrosmedt paGoTe NpUBOOHTCS HOKA3aTebCTBO OOINel MNOATOTOBHTENLHON
Teopems! Beltepmrpacca—I payspTa IJIA WAEAIOB AJA Cydasl alreOpaWYecKuX CTEHEHHBIX PAOB.




