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Summary. Some examples of local henselian rings with “bad” properties are given: Discrete valuation
rings, algebraically closed in its completion and not excellent; discrete valuation rings of charac-
teristic 0 having the property of approximation but a “very small” automorphism group; two-
dimensional regular local henselian _.Smm, algebraically closed in its completion, japanese but not
universal japanese.

Ausgangspunkt fiir die Untersuchungen in diesem Artikel ist der folgende Satz:

Sei A ein reduzierter lokaler henselscher Ring. Wenn A universell Japanisch ist,
dann ist A in der Komplettierung A algebraisch abgeschlossen.

Diesen Satz findet man z.B. in [4], Seite 71.

Hier soll nun-gezeigt werden, daB die Umkehrung dieses Satzes nicht richtig ist.
Angeregt wurden diese Untersuchungen durch die Frage, ob ein lokaler henselscher
Ring A, der in seiner Komplettierung algebraisch abgeschlossen ist, die Approximations-
eigenschaft hat (vgl. die diesbeziiglichen Definitionen in--{4], Seite 134, [5] oder
[6]). Die Frage wird damit auch negativ beantwortet.

AnschlieBend wird die Automorphismengruppe henselscher diskreter Bewer-
tungsringe der Charakteristik O betrachtet (diese haben stets die Approximations-
eigenschaft). Ausgangspunkt fiir diese Untersuchungen war die Frage, ob man
fir lokale henselsche Ringe mit Approximationseigenschaft ausgehend von der Kom-
plettierung eine einheitliche Theorie der Automorphismengruppe machen kann. Wihrend
nun bekanntlich die Automorphismengruppe eines kompletten reguliren lokalen
Ringes sehr “groB” ist, zeigen Beispicle, daB es exzellente henselsche diskrete
Bewertungstinge iiber dem Korper C der komplexen Zahlen gibt, die nur die
Identitét als Automorphismus besitzen. Damit muB man auch -diese Frage negativ
beantworten. . : -

1. Henselsche Ringe, die nicht universell japanisch sind. Wir wollen zunichst
einige Hilfssitze voranstellen, die wir fiir die Konstruktion der Beispiele beng-
tigen.

- 1.1. LeMMA. Sei R ein diskreter Bewertungsring mit Bewertung D, sei Ri2R
ein itber R unverzweigter diskreter Bewertungsring (d. h. R, hat auch die Bewertung p).
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Sei (W), <1 eine Familie von Elementen aus R,. Dann ist der &wm@wna&&m Abschluf R
von R [(W);er] in Ry ein henselscher diskreter Bewertungsring mit Bewertung p.
Der Beweis ist trivial.

1.2. LeMMA. Sei R .ein diskreter Bewertungsring mit Bewertung p. Sei Y eine
Unbestimmte und seien (W;);e1. eine Familie von Elementen aus R{YT. Dann ist der
algebraische Abschiufl Bvon R [Y, (W) ¢ 1 in R Y] ein noetherscher reguliirer hensel-
scher lokaler Ring der Dimension 2 mit Maximalideal (p, Y).

Der Beweis ist nicht schwierig. Man kann ihn aber auch aus einem allgemeine-
rem Resultat von <m_m,cnomm (vgl. Ev mEn:ob Wir So:g deshalb hier EoE
weiter darauf eingehen.

1.3. Beispiel fiir einen. uoum&mo_ug &&Gﬁg Bewertungsring, “der seinen
WomHEmmmgwo@oﬂ enthilt, in seiner Komplettierung algebraisch mcMomoEOmmg ist,
m@ﬂ. nicht exzellent ist.

mﬂ K ein cmra_amoa Korper der. Ormamwﬁozmcw p>0 und mﬂms wr cers ,g,€K mﬁ_
‘mo mnsmr: daB ¥, g4, ..., g, in K[Y] algebraisch unabhingig iiber. K sind. Sei
g=gl+ Ygh+..+¥Y? 1 gl Sei R der algebraische AbschluB :von K [Y,g] in
K[Y], dann liefert R das gesuchte Beispiel. Nach 1.1 ist R henselscher diskreter
Bewertungsring, der seinen Restklassenkorper K enthilt und in seiner Komplettie-
rung algebraisch abgeschlossen ist. Wir ‘miissen’ zeigen, -daB R nicht exzellent ist.
Wire nun R.exzellent, dann hitte R die >@Eoﬁ§mﬂoumo_mgmog@ (vgl.- dazu
z.B. [1], [4], Seite 140, [5] oder 6]+ Ein: Tokaler Ring- 4, m hat &m ?wcnoﬁamaoﬁ.
seigenschaft, wenn stets folgendes gilt:" :

- Sei X=(X1, ..y Xo) ein n-Tupel von Variablen, sV~ Ea\.qu, - ,\L.hmk [X]
mammcnu 295 die Gleichung /=0 eine. moHE&o Losung hat, d.h. wenn es.X=(%y, ...
wres x:Y %; € A, gibt mit f(X)= =0, dann existiert.fiir vorgegebenes >0 eine Hbmcbm
x =(Xc, 1.+ ,xa___v. x.;1€4; von f=0 mit x.= Bom me.).

Nun' betrachten wit iiber R.die folgende Q_o_owzbm

X+ YXE .+ yP-1 X2=
Diese. Q_Qorcmm wmﬁ eine - formale Losung- aus - h =K. ﬁ\? uwB:ow &a homgm

X,=g,; i=1,.., p "Wegen-ihrere algebraischen dudgnm_mwsﬂ sind die g; ¢ R
(es ist ja nach:Konstruktion von R der’ Transzendénsgrad vor R iiber K -gleich

2; wiren die wm mx Bcuﬁo Nm BEmomﬂonm ag Hnmsmnouaoummnma w+H Euan K

wmgbv T o s

.. Andererseits - sind- &m Hbmsumou mmn ogmmu Qﬂo_uauw nanﬁ_m comEEE a w
es> gibt genau éine Losung (weil K die Chraktétistik p-hat, wiirde-eine weitere Losung
der” obigen Gleichung -eine " nichttriviale Losung der- Gleichung . X% +¥X%+...

+ Y7~ X?=0 in K [Y] liefern; letztere hat aber nur die triviale Lésung, wie man
leicht umornoowuoa Da nun die g ¢ R sind, hat die. obige Q_Qowgm zwar eine
onB&o Homznmu jedoch’ keine Hbmcsm mcm % Dann HSHE R nicht di¢ .»6?0%8@-
tionseigenschaft haben, also wegen 4], Seite 136, bzw. [6] nicht exzellent sein.

- 14 wo_m?& fiir einen zweidimensionalen reguldren lokalen rasm&mgg
Pihe A Aar in caitar AN).SS_DI..DE._:: alaehiaiech nTQvnﬁr_Dn,nw: sk, .53»3205 und

Sei K ein beliebiger Korper der Charakteristik p>0. Sei C ein kompletter diskreter
Bewertungsring der Charakteristik 0 mit Restklassenkorper K (z.B. der Cohenring
von K). Wir wihlen ein g K [ Y]] wie im Beispiel 1.3. Dieses g liften wit auf C [Y]]
zu G. Sei A der algebraische AbschluB von C[Y,G] in C[[Y]. Nach 1.2 ist 4
regulir, noethersch, henselsch und zweidimensional. Da 4 die Charakteristik 0 hat,
ist A japanisch (vgl. [3] IV, 1 Seite 216). Da A reguldr ist, ist A universell catenaire
(vgl. [3] IV, 2 Seite 99). Nach 1.3 ist A/m¢ 4 nicht universell japanisch (fiir diskrete
Bewertungsringe ist ja exzellent gleichbedeutend mit universell japanisch, [3] IV 2
Seite 198, 215). Damit kann aber nach Definition 4 nicht universell japanisch sein.

1.5. Bemerkung. mQ A ein reguldrer lokaler Ring der Dimension 2, A sei

in der NoBv_oEoEum &mocnmaor abgeschlossen, dann gilt:

()  Wenn der Restklassenkorper von 4 die Charakteristik 0 hat, ist 4 exzellent.
(2)  Wenn A die Charakteristik 0 hat, ist 4 exzellent genau dann, wenn 4 uni-

versell japanisch ist. , : .
Der Beweis ist nicht schwierig. Er basiert auf der Tatsache, dal unter den obigen
<o§8mo§==mob fe 4 irreduzibel ist, genau dann, wenn fe A irreduzibel ist. Wir
wollen hier nicht weiter darauf eingehen. Die ononw_Em soll nur helfen, das letzte
Beispiel ‘einzuordnen.

2. Zur Automorphismengruppe henselscher diskreter Bewertungsringe. Wir wollen
in diesem Abschnitt durch einige Beispiele zeigen, daB exzellente henselsche diskrete
Bewertungsringe der Charakteristik 0, d.h. Ringe mit Approximationseigenschaft,
sehr “unterschiedliche” Automorphismengruppen haben kdnnen.

Grundlage fiir unsere Untersuchungen ist das folgende Resultat von Ax (vgl. [2]):

2.1. SATZ (AXx). Sei T eine S&&A::S& Seien Yy, vy Yu € T C [T, C der Kérper
der komplexen Zahlen. Dann ist
trdege C (1, +vr Vs €% w5 evzn+1,
Wenn i, «ues ¥n itber dem Korper Q der rationalen Zahlen linear unabhingig sind.
Abmdo_ bezeichnen wir mit trdeg. den Transzendenzgrad iiber C, und mit ¢” wie
e 1
cgowemu o7 v .
Im folgenden sei stets
Aut (R)={f:R-R, fIC=id¢, f Ringautomorphismus}
die Automorphismengruppe eines henselschen diskreten Cewertungsringes R mit
Restklassenkdorper C.

2.2. Bemerkung. Sei T eine Unbestimmte, sei R einer der Ringe C{T, C{T
orer C[[T] (d.h. algebraische Potenzreihen, konvergente Potenzreihen bzw. Jorm
Potenzreihen). Dann sind die C-Automorphismen von R gegeben durch die Zut dn
T~ T-e, e eine Einheit aus R, d.h. Aut (R)= R* =Gruppe der Einheiten vo

lich gilt diese Isomorphie nur mengentheoretisch, da die QE.%N:% EN n
durch “Einsetzen” gegeben ist).
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6.3. Bemerkung. Sei R iiber C ein henselscher &.&QQ&. Bewertungsring, dann
ist Aut (R)=Gal (Q (R)|C). .

Der Beweis ist nicht schwierig, weil man in R aus Einheiten die n-ten Wurzeln
ziehen kann. Er folgt jedoch auch sofort aus dem m:moBoEoSB Satz von F. K.
Schmidt (vgl. [4]).-

Wir wollen nun diskrete Bewertungsringe zwischen C<{T"» und C [[T] betrachten.

Sei ge C[[TT, sei R der algebraische AbschluB von C [T, g] in C[[TT. w ist ein

d
exzellenter henselscher diskreter Bewertingsring. Je nachdem ob MM% eRodere R
. &
ist, ist offenbar Der (R)={Derivationen von R in R, die C-linear sind}= w

oder 0.
Wir werden nun g mﬁmﬁmrm_nnob und in Abhédngigkeit davon Aut (R) und Der 0]
untersuchen.

g , Aut(R) - "~ Der(R)
M e Q dar

@ InT+1 (T (T+1¥-1, ae o*vwo_* MLN
_ d

3® WhET-D+y2In(T+1) {id} | 7R
@ D {id} 0
(5) e+ {T—(T+1)°—1, ae Q*}~Q* 0
. d

6) e'T+H_gq Qi+ 7 R
. . d

() ernren-1 ~Q[yz]* ar R

Wir werden den Beweis nur fiir ein typisches Beispiel fithren. Nichttrivial ist nur
die Berechnung der Automorphismengruppe. Sei fein nichttrivialer >=SBo%EmB=w
von R fiir g=€“"~D_ Dann ist -

trdege C Aﬁ F(T), €™~ " Adn‘:vMN.

Daraus folgt, dal T, f(T), e, ¢/ iiber Q linear abhingig sind (wiren sie linear
unabhingig, wiirde nach 2.1 folgen, daB

trdegc C (T, f£(T), €7, &/, ™D, /D -D)> 5

ist. Das geht aber nicht.

Wenn nun T, f(T), eT—1 iiber Q linear :umcwwumm.m sind, folgt nach 2.1

Das ist aber unmdglich, da f(T) und /™ nach dem zuvor gesagten algebrais:
iiber T und ¢©"~? sind.

Wenn also ein EoEES&S. >ﬁoBo€EmB=m \ von R Snmcon mEm T, eT—
S(T) iiber Q linear abhéngig.

Sei aT+bf(T)+c¢ (eT—1)=0 mit a,b,ceQ, (ab,c)#(0,0, 8

1. Fall ¢=0: In diesem Fall ist f(T)=a’ T fiir ein von Null verschiedenes
aus Q. Wenn f ein nichttrivialer >EoBo€EmB=m sein soll, Bzm a %H moE. D
fithrt aber zu einem éaanmﬁncor da fiir a’#1 stets

trdege C (T, €©"~0, 4 T-1) =3 ist
(das folgt analog zuvor).
2. Fall ¢#0: Zunichst ist klar, daB b#0 sein muB. Wir haben also ei
Gleichung . _ v
f(M)=a' T+b' (1)

mit &', b’ € Q (und 0.B.d.A. nach dem 1, Fall 4’ %9 Das Q.m:& einen iaoav_dn
da f(T) algebraisch iiber T und e®"~P sein muB (analog nach 2.1). Damit hab
wir gezeigt, daB in dem betrachteten Fall R nur die Identitit als Automorphismus h:
Was kénnen wir aus diesen Beispielen schlieBen? ,

I) Es gibt henselsche exzellente diskrete Bewertungsringe vom Transzendenzgr:
2 {iber C mit isomorpher Automorphismengruppe, die nicht isomorph sir
(vgl. (3) und (4) bzw. (5) und (1).

II) Das Vorhandensein von Derivationen hat keinen EinfluB auf die Existe:
von Automorphismen (vgl. (3), (4) bzw. (1), (5)).
III) Es m:,u_“ lokale Ringe mit Approximationseigenschaft iiber C, die nur d
_ Identitit als Automorphismus haben.
Durch ein Lemma konnen wit die Klasse der Beispiele noch etwas ausdehne

6.4. LEMMA. Sei ge C[[T] transzendent, he TC{T). Sei R der algebraisc
Abschluf von C [T, g] in C[[T] und R’ der algebraische Abschluf von C[T, g (h(T)
in C[TT, dann ist Aut (R)=Aut (R)x u,, wenn h=T". Einheit ist und yu, a
Gruppe der n-ten Einheitswurzeln bezeichnet.

Der Beweis ist nicht schwierig (er folgt im Prinzip aus dem Satz iiber implizi
Funktionen und der Tatsache, daB man in R aus Einheiten n-te Wurzeln ziehe
kann). Wir wollen ihn hier nicht ausfiihren.

Wenn wir das Lemma auf die Beispiele (1) und (4) anwenden, erhalten w
henselsche exzellente diskrete Bewertungsringe vom Transzendenzgrad 2 iiber
mit Automorphismengruppe Q* x u, bzw. u,.
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T'. ®ucrep, Inoxue komsna Lensena

Conepanme. B pabore magsI xomsna Temsena.c ,,uroxmvu CBOHCTBAMEA™: JIMCKPETHO HOPMEDPOBAH-
BEIC KOJIbIE, aNTe6pamdeckoro 3aMKHYTEIE B CBOEM TONOJIHCHAMY, HO He CTIIAYHBI; THCKPETHO HOPMH-
POBaHHbIC KOJbLA € XaPaKTEPHCTHKOH (-cO CBOUCTBOM anmmpoKCAMANNH, & € ,,09€HbL MaJeHbKOH"
Tpymmol aBToMOpdE3MOB; 2 — MepHBIE PEryIfpHEIe JOKaIbHEIe KObua Iensena, anreGpamyeckn
3aMRHYTEIC B CBOSM IOJIONHEHAH, ANOHCKA, HO He, YHABEPCAILEQ STIOHCKH. o s




