
Ringe mit Approximationseigenschaft 

Herrn Professor Dr. H. GRELL zum 70. Geburtstag gewidmet 

Von GERHARD PFISTER in Berlin 

(Eingegangen am 3.2.  1972) 

I n  dieser Note wollen wir einige Ausfuhrungen zu den von M. ARTIN 
betrachteten Ringen mit A p p r o  xi  m a t  i onsei  gens c haf  t machen. 

Sei  A ein kommutatiuer Ring mit 1, I ein Ideal uon A .  Wirsagen ( A ,  I )  
hut die ApprorimationseigensclLuft (und schreiben kurz ( A ,  I )  E AE), wenn 
stets folgendes gilt: Seien Y = ( YI ,  . . . , Y N )  N Unbestimmte und 

f = (fl3 ‘ . ‘ J f m )  

Polynome aus  A [ Y], die eine jormule Lasung y = (YI ,  . . . , JLv) aus der 
I-adischen Komplettierung A; uon A haben, d. h. f (8) = 0. 

D a n n  existiert f u r  jede naturliche Zuhl c > 0 eine Losung uon 

f = 0 Y = ( Y l , .  . .YY,) 

aus  A ,  d. h. f (y) = 0 und  yi = gi mod I‘ f u r  alle i. 

1. Folgerungen aus der Approximationseigensehaft 

Satz 1. Sei ( A ,  I )  E A€ und A separiert bezuglich der I-adischen Topolo- 

( I )  ( A ,  Radikal von I )  E AE, 
(2)  I ist inz Jacobsonradikal uon A enthulten, 
(3) ( A ,  I )  ist HENSELSC~, 
(4) A ist in der I-adischen Komplettierung uon A A: algebrai.sch ab- 

( 5 )  wenn A reduziert ist, ist A: reduziert, 
(6) wenn A Integritatsbereich ist,  ist Af Integritatsbereich, 
(7) A ist normal, wenn Af normal ist, 
(8) sei J ein endlich erzeugtes Ideal uon A und Af f lachuber A ,  dann ist 

gie, dann  gilt: 

gesrhlossen, wenn A ein Integritatsbereich ist 

(AIJ, I + JiJ) E A€. 
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Beweis.  (1) ist trivial. Uin (2) zu zeigen, nehmen wir ein a aus I ,  dann 
ist a + 1 Einheit. in A f ,  d. h. die Gleicliung (CI + 1) Y = 1 hat, eiiie Losung 
aus A f .  Dann gibt es aber auch eine Losung aus A ,  d. 11. a + 1 ist Einheit 
in A .  (3)  gilt, \veil A: HENSELsch in I ist. Sei iiamlich H ( T )  ein normiertes 
Polynoni aus .4[T] mit H ( 0 )  E I und H ' ( 0 )  ist Einheit niodulo I .  Dann 
existiert ein a aus IA! mit H ( a )  = 0. D a m  existiert aber wegen der A p -  
p r o x i n i a t i o n s e i g e n s c h a f t  ein b &US A ,  b 3 a m o d 1  (d. 11. b E I) mit 
H ( b )  = 0. Um (4) zu zeigen, nehmen wir uns ein Element a aus A f ,  das 
algehraisch uber A ist. d. h. Xullstelle des Polynonis G ( T )  aus A [TI.  
Da G wegen der A p p r o x i n i a t i o n s e i g e n s c h a f t  eine Nullstelle in A hat, 
kann man den Grad von G sukzessive erniedrigen, und soinit muB u aus A 
sein. Urn ( 5 )  zu zeigen, nehmen wir uns ein CL nus Af mit a" = 0. Dann ist 
(( Sullstelle von T" = 0. Sei also c eine beliebig vorgegebene naturliche 
Zahl, dann existiert ein a ,  aus A mit = 0 und u = a.e mod 1'. Dann 
mull aher a,. = 0 sein, und somit ist a aus I c  fur alle c, d. h. a -;= 0. 
Analog zeigt inan nun (6) und ( 7 ) .  Um (8) zu zeigen, nehmen wir an,  daB 
J = ( j ,  , . . . ~ j,,) ist. Sei nun f = (f,, . . . , f,) ein Gleichungssystem aus 
A ,  J [ I - , ,  . . . . z',] und tj = (J1, . . . , qS) eine formale Losung aus (A /J ) : ,J ,  
d. h. f ( y )  = 0. 

Sei g = (g, ~ . . . , g,J R,eprasentant von f in A [Y,, . . . , FAT], 5 Re- 
Zri j j ,  Zri € A f .  Wir betrachten prasentant von g in A;,  dann ist g,(?) = 

nun das Gleichungssystein, das durch die 11, = g, - 
j 

Lyijj aus 
i 

A [ I., , . . .; I--,- L ,  I : . . . $ L,,,,.] 

definiert wird. Dieses System hat eine formale Liisung nus A ; ,  namlich 
(?, , . . . ~ Zs: 1 ,  I .  . . . , I,,,,), und somit fur jedes c > 0 eine modulo I' rnit 
dieser Losung iibereinstimniende Losung aus A .  Diese definiert, wenn wir 
wieder zu den Restklassen ubergehen? die gesuchte Losung aus A ' J .  Damit 
ist der Satz bewiesen. 

Nan kann nun norh weitere Folgerungen dieser Art ziehen, bzw. die 
Aussagen verfeinern und viele Beziehungen zwischen den1 Ring und seiner 
Komplettierung, die durch Gleichungen definiert, sind, aus der Approx  i - 
m a t i o n s e i g e n s r h a f t  folgern. Wir wollen jedoch hier nicht in aller Aus- 
fuhrlichkeit darauf eingehen. Man kann genaueres in [ 5 ]  nachlesen. 

JVir wollen nun noch eine weitere Folgerung ziehen, die schon bei 
RAYXAL-D [TI genannt ist. 

SatZ 2. S e i  A ein semilokaler NOETHERsCher R i n g  und I ein Ideal, dessen 
Radikal das JACOBSON-Radikal des Ringes ist. W e n n  ( A ,  I )  E AE ist, dann  
ist A universe11 japanisch. 
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Bemerkung. Es ist klar, daJ allein aus der A p p r o  xi in a t  i o n s e i g e n - 
s c h a f t  nicht universe11 japanisch folgen kunn.  M a n  betraehte x .  B. einen 
Ring A ,  dessen game AbsciilieJung nicht endlich iiber A ist (agl. NAGATA [6]), 
dann itst ( A ,  (0)) E AE. 

Beweis  v o n  S a t z  2. Da (A ,  I )  aus AE ist, ist auch fur jedes Primidealp 
von A ( A / p ,  p + I / p )  E AE und fur jede endliche freie A-Algebra B 

( B ,  I B )  E AE. 

FVir konnen also ohne BesclirBnkung der Allgemeinheit annehmen, dal3 A 
ein Integritatsbereich ist (wir ersetzen A durch A l p ) ,  und es genugt zu 
zeigen, daB die ganze AbschlieBung von ' A  endlich uber A ist. (Denn 
wenn wir eine endliche Erweiterung li von & ( A )  dem Quotienten- 
korper von A haben und B die ganze AbschlieBung von A in K ist, enthdt  
B eine uber A endliche freie Algebra B', deren Quotientenkorper K ist. 
Wir konnen dann A durch B' ersetzen.) Urn nun zu zeigen, da13 die ganze 
AbschlieBung von A endlich uber A ist, genugt es, dies fur die Komplet- 
tierung Af zu zeigen, da Af eine treuflache A-Algebra ist und die ganze 
AbschlieBung von A! das Tensorprodukt der ganzen AbschlieBung von A 
niit A! iiber A enthalt. Da nun ( A ,  I) E AE ist und ein Integritiitsbereirh 
ist, ist Af ein Integritatsbereich. 

Wir konnen schlieBlich annehmen, dafl Af ein lolraler kompletter 
iioetherscher IntegritMsbereich ist. Dann folgt aber aus dern Theorem von 
NAGATA ([4], s. 215), daB die ganze AbschlieBung von A! endlich uber Af ist. 

2. Beispiele 

Satz 3. Die folgenden Ringe sind a u s  AE: 
(1 )  ( k  (Xi, . . * ,  XJ, (XI 7 * . . . X J ) ,  k ein Korper ( k ( X )  ist dabei der 

( 2 )  (C (XI,  . . . , X,,}, (XI, . . . , XJ), C der Korper der kornplexen Zahlen 

(3) ( R  (Xi, . . . , X,,), (X, , . . . , X J ) ,  R ein exzellenter diskreter Be- 

(4) (3),  wobei R ein kornpletter noetherscher lokaler Ring is t ,  

(5) ( A ,  I ) ,  A ein in I kompletter Ring. 

R ing  der algebraischen Potenzreihen) I) ,  

({ } bedeutet konvergente Reihen),  

wertungsring, 

I) Sei R ein kommutativer Ring mit 1, X = ( X I ,  . . ., X p L )  seien n Unbestimmte. 
Unter R ( X )  wollen wir die HENsELsche AbschlieBung von R [XI  bezuglich ( X )  verstehen 
(vgl. [5] oder H. KURKE, HENsELsche Schemata, Habilitationsschrift). In  den von uns be- 
trachteten Bdlen ( R  ist von endlichem Typ iiber einem Korper k oder iiber dem Ring der 
ganzen Zahlen 2, oder R ist von der Gestalt k [ [ t , ,  . . . , tn] ] ,  allgemeiner R ist universe11 
japanisch (vgl. [4])) ist R ( X )  die algebraische AbschlieBung von R [XI in R [ [ X I ] .  
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Zuin Beweis wollen wir nun folgendes bemerken : 
( 5 )  ist trivial, (1) und ( 3 )  findet man bei ARTIN in [ 2 ] ,  ( 2 )  findet man in 

31. ARTIXS Arbeit [I], (4) findet man in [ 5 ] ;  wir werden in 3. noch darauf 
eingehen. 

Satz 4. Folgende R i n g e  iiaben nicht  d ie  Appro xi m a t  ion seigen- 
s c h a f t  : 

( 1 )  Be isp ie l  e o n  SAGATA. 
Sei k e i n  K o r p e r  der  Charakteris t ik  p + 0 u n d  [k: kp]  = 00. 

R = k" [XI ~ . . . , S,,] [k] 

,ist e i n  regula.rer Eokaler Integritiitsbereich init M a x i m a l i d e a l  m, der bezuglich nz 
nicht koviplett ist. Rtb ist rein inseparabel iiber R, und deshalb hat (R ,  m) nicht 
die  A p pro x i i n  a t  i on s e  i gens  c h a f t .  

b i S ; .  Dann ist die  ganze 
Abschliej3ung won R [ d ]  nicht endlick iiber R [ d ] .  ( R  [ d ] ,  JAcoBsoN-Ra8dikaZ 
won R[d] )  , id  somit nirh t  c1'1c.s AE. 

Xei, { b , ,  . . .} eine B a s i s  won k :  k", d = 

( 2 )  Beisspiel won GRECO und SALRIOX. 
S e i  R = k [X,,, X i ,  . . .] [1'] e i n  Polynomenr ing  ,in unendl ich  vielen 

l inbest inzmten ubcr dcnz K o r p e r  k und. u, d a s  folgende I d e a l :  

a = (& I-, s,, - 5, I', 1, - s, I', . . .). 

D a n n  hat ( R  'u ( T )  ~ ( T )  ) nicht die  A 1) 11 r o xi  in a t i o n s e i ge n s c h a f t .  

Beweis.  (1) ist schon bei RAYXAL-D [ 7 ]  erwahnt. Der Beweis folgt, aus 
Satz 1. Das Beispiel findet tnan bei N-4GA4TA4 in [6]. ( 2 )  ist ein Beispiel von 
GRECO und SALMON i n  [3] fur einen Ring, dessen Komplettierung nicht 
flach uher ihni ist. 

Es ist klar. claB T - 1. Sichtnullteiler in R 21, [TI und somit, da R:a (T) 
flach iiber R a [TI ist, auch in R 'a, ( T )  ist. Auf der anderen Seite ist aber 

X i  Ti ( T  - Y)  = 0 in R u, [ T i ,  d. h. T - I' ist Nullteiler in R/a. [TI .  
Das ist aber ein Widersl~ruch zur A p p r o x i i n a t  ionse igenschaf t  in 
Analogie zu ( 5 )  von Satz 1. 

Bus Satz 3 und Satz 4 ergibt sich d u s  folgende Problem: Sei R ein 
Ring, X = ( X i ,  . . ., Wann ist ( R ( S ) ,  ( X ) )  %us AE? Wir haben an 
einem Beispiel gesehen, daB dies nicht immer der Fall sein inu13, doch war R 
im Beispiel nicht noet hersch. 

Interessant ist clas Problem, ob fur R = k [ T I ,  . . . , TI, ] ,  k ein Korper 
und n beliebig, ( R  (X), (S)) E AE ist. Die folgende Bemerkung zeigt uns, 
da13 die A p p r o x i m a t i o n s e i g e n s c h a f t  von R (X) bezuglich ( X )  nicht 
von der Bedingung ,,NOETHERSCh'' ahhangt. 
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Bemerkung. Wenn fur  jedes n stets (k [T ,  , . . ., Tk]  (X), ( X ) )  a u s  AE 
ist (die T i  sind Unbestimmte), dann  ist auch ( R  (X), ( X ) )  a u s  AE, wobei R 
ein Polynomenring in unendlich vielen Unbestimmten ist. 

Beweis. Sei f = ( f , ,  . . . , f , ) ,  fi E R ( X )  [ Y l ,  . . ., Y,] und 

jj = (&, . . ., jj,), jji E R [XI mit f ( j j )  = 0 

gegeben. Aus der Definition von R (X) folgt, daB die fi schon uber einem 
endlichen Polynomenring definiert sind, etwa uber 

Ic[TI, . . ., T,] (X) [ Y I ,  . . ., YAT]. 

Wir geben uns nun ein c > 0 vor und adjungieren zu k [ T , ,  . . ., T N ]  noch 
diejenigen Unbestimmten aus R, die bei den Formen von jji vom Grad 
bezuglich ( X )  c vorkommen. Die restlichen Unbestimmten aus R setzen 
wir Null, und die so erhaltenen formalen Reihen bezeichnen wir mit 

$0) = (@', . . . , jj "0)). 

Dann ist j j i  = $') mod (X)'  und f (jj")) = 0. 
Wir haben somit das Problem auf einen endlichen Polynomenring 

k [ T l ,  . . ., Tk] reduziert. Es gibt also nach Voraussetzung eine Losung aus 
k [ T l ,  . . ., Tk]  ( X ) ,  die mit jj(') und somit auch rnit ij modulo (X)' uber- 
einstimnit . 

Wir konnen diese Bemerkung nicht so ohne weiteres mit Beispiel (2) 
in Beziehung bringen, da in diesem Beispiel R/a [TI uber R / a  ( T )  nicht 
flach ist und somit die Voraussetzung von (8) von Satz 1 nicht erfullt ist. 

3. Ringe rnit schwacher Approximationseigenschaft 

Wir konnen in dieser Arbeit fur das eben aufgeworfene Problem nur 
eine schwachere Aussnge machen. 

Sat2 5. Sei  R eine Algebra von endlichem T y p  uber einem Korper, 

X = ( X I ,  . . ., X,,), 

R ( X )  [YI, J = M I , .  - - 7  i j N )  

Y = ( P I ,  . . ., YB) 
seien Unbestimmte, f = (fi, . . . , f,,) sei ein Gleichungssystem aus 

sei eine formale Losung,  d. h. iji E R [XJ und f (ij) = 0. Sei  c > 0 eine ganze 
Zahl ,  dann  gil t:  

(1) Es existiert e in  d a u s  R,  das nicht von c abhangt und algebraische 
Potenzreihen y = ( y l ,  . . . , y N ) ,  uber R,, d.  h. yi E R, ( X ) ,  mit  f ( y )  = 0 
und yi  = yi mod (X)' .  
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(2) ER existieren Ringhontoniorph isnzen 1, von R (X) a u ,  R ( X ) ,  deren 
Fortsetzung uuf R (X) , ,  Isomorpkisnaen sind, so daJ3 fur das induzierte 
GleichuiLgssysle),i g = I, ( f )  = (1, ( f , ) ,  . . . , I,( f,,,)) (da,bei ist hier init 1, die 
kanonische Fortsetzuny von I, uuf R ( X )  [ Y] gemeint) und die induzierte 
formcrle Losun,g l , ( i j )  eine Lo.sung 

Y = (Yl, . . ‘ I  Y S L  yi E R(X), 
existiert, d .  h .  Z , ( f )  (y) = 0, und yi = l , ( g i )  mod (X)‘ .  

Wir sagen nun. daB ein Ring R die s c h w a c h e  A p p r o x i m a t i o n s -  
e igenschaf t  hat (und schreiben kurz R € SAE), wenn fur R (1)  von 
Satz 5 gilt. 

Benierkung. Es isb Mar, dciJ3 ein analoger Satz f u r  d i e  SAE wie Satz 1 ( 8 )  
gilt. 

Beweis  von  S a t z  5 .  Den Beweis von Satz 5 kann man in Analogie 
Zuni Beweis von 11. ARTINS Al.’proximationssatz (Satz 3 (3), vgl. [I]) 
fuhren. Die Reduktion suf den Fall, daB die Anzahl der Gleichungen gleich 
der Hohe des von ihnen erzeugten Ideals ist, kann man ubertragen. Das 
N~w-~oh-sche Lemma knnn man analog auf der Grundlage des von H. KTJRKE 
fur RcS) bewiesenen Satzes iiher i m p l i z i t e  F u n k t i o n e n  (vgl. [ 5 ]  oder 
H. KURKE, HEssELsche Schemata: Habilitstionsschrift) beweisen. Im 
weiteren Beweis wird dann fur den Induktionsschritt der WEIERSTRASS- 
s c h e  V o r b e r e i t u n g s s a t z  verwendet. V i r  konnen ihn fur unsere Zwecke 
wie folgt verallgeineinern und den Rest von ARTINS Beweis dann uber- 
tragen : 

grifitsbereich, und seien X = (X, , . . . , XI,)  Unbestimmte, sei weiterhi,n 
f E R [XI ??lit f (0, . . . , 0, X,J = dX:, + - - . und d =I= 0, dann ist Rd[XI[ilf 
zu dem folgenden Ring isomorph. 

WEIERSTHASSSCher VOrbereitullgSSatZ. *!?Pi R e in  NOETHERSChBr Ink?- 

R, [XI,  . . . , AxlL- 111 + R d  Ux, 9 . . . > -yfL- 1R + * * * 

+ Rd [XI ,  . . . , X,,-ln X;p,-l. 
Um diesen Satz zu beweisen, kann man den Beweis von ZARISKI-SAMUEL [8 ]  
fur den Fall, daB R ein Korper ist, ubertragen, denn man benotigt lediglich, 
daB d eine Einheit ist. 

Man kann auch analog zu [8] durch Iioordinatentransforinationen ein 
gegehenes f aus R [ X ]  auf eine solche Form bringen, wie sie im WEIER- 
STRdSS s c h e n \7 o r h e r e  i t u n Q s s a t  z gefordert ist . 

Wenn R nun von der Form k [ T ,  ~ . . . , T,] ist, k ein Korper, dam kann 
man durch zusatzliche Transformationen der Art T i  - Ti Xf erreichen, 
da6 d eiiie Einheit ist. Diese Transformationen definiereii dann die 1, in 
Satz 5 .  
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Wir konnen nun den Rest von ARTINS Beweis ubertragen und sehen 
wie durch den WEIERsTRAssschen V o r b e r e i t u n g s s a t z  die Ring- 
erweiterung bzw. die Homomorphismen hereinkommen. 

Bemerkung. ( 1 )  W e n n  R Restklassenring eines noetherschen Integritats- 
beichs ist, ist R a m  SAE. ( 2 )  Wenn R speziell Restklassenring von 

k " T , >  - .  - >  T,D 
is t ,  k ein Korper, dann ist ( R  ( X ) ,  ( X ) )  aus A€.  

B ew ei s.  ( 1 )  Wir haben bei der Aussage von Satz 5 (1) voin WEIER- 
STRAssschen V o r b e r e i t u n g s s a t z  nur die allgemeine Aussage benotigt. 
Bei (4) fuhrt man den Beweis mittels vollstandiger Induktion uber die 
Anzahl der T ,  und ubertragt ARTINS Beweis. 
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