Ringe mit Approximationseigenschaft
Herrn Professor Dr. H. GRELL zum 70. Geburtstag gewidmet

Von GERHARD PrISTER in Berlin

(Eingegangen am 3. 2. 1972)

In dieser Note wollen wir einige Ausfithrungen zu den von M. ArrIN
betrachteten Ringen mit Approximationseigenschaft machen.

Sei A ein kommutativer Ring mit 1, I ein Ideal von A. Wir sagen (4, 1)
hat die Approximationseigenschaft (und schreiben kurz (A4, I) € AE), wenn
stets folgendes gilt: Seien Y = (Y, ..., Yy) N Unbestimmie und

f: (.fi’ . :fm)
Polynome aus A[Y], die eine formale Losung §= (¥, ..., Jy) aus der
I-adischen Komplettierung A% von A haben, d. h. f(y) =
Dann existiert fiir jede natiirliche Zahl ¢ > 0 eine Lisung von

=0 9= Y5
aus A4, d. h. f(y) = 0 und y, = §;, mod I° fir alle i.

1. Folgerungen aus der Approximationseigenschaft

Satz 1. Sei (4, I) € AE und A separiert bezitglich der I-adischen Topolo-

gie, dann gilt:

) (4, Radikal von I) € AE,

2) I ist im Jacobsonradikal von A enthalten,

3) (4, I) ist HENSELsch,

) A ist in der I-adischen Komplettierung von A A% algebraisch ab-

geschlossen, wenn A ein Integrititsbereich ist

(5) wenn A reduziert ist, ist A% reduziert,

(8) wenn A Integrititsbereich ist, ist A% Integritdtsbereich,

(7) A ist normal, wenn A% normal ist,

(8) sei J ein endlich erzeugtes Ideal von A wnd A% flachiber A, dann ist
(A, I+ J/J)€ AE.
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Beweis. (1) ist trivial. Um (2) zu zeigen, nehmen wir ein @ aus I, dann
ist @ + 1 Einheit in A%, d. h. die Gleichung (¢ + 1) ¥ = 1 hat eine Losung
aus A%¥. Dann gibt es aber auch eine Losung aus 4, d. h. @ 4 1 ist Einheit
in A. (3) gilt, weil A¥ HENsELsch in [ ist. Sei namlich H(T') ein normiertes
Polynom aus A[T] mit H(0)€ I und H'(0) ist Einheit modulo I. Dann
existiert ein ¢ aus 1A% mit H(a) = 0. Dann existiert aber wegen der Ap-
proximationseigenschaft ein b aus 4, b = a mod I (d.h. b€ I) mit
H(b) = 0. Um (4) zu zeigen, nehmen wir uns ein Element a aus 4%, das
algebraisch iiber 4 ist, d. h. Nullstelle des Polynoms G(T') aus A{[T].
Da ¢ wegen der Approximationseigenschaft eine Nullstelle in 4 hat,
kann man den Grad von ¢ sukzessive erniedrigen, und somit mufl a aus 4

sein. Um (5) zu zeigen, nehmen wir uns ein ¢ aus 4% mit ” = 0. Dann ist
¢ Nullstelle von T" = 0. Sei also ¢ eine beliebig vorgegebene natirliche

Zahl, dann existiert ein a. aus 4 mit ] = ¢ und @ = a, mod I°. Dann
mul} aber @, = 0 sein, und somit ist ¢ aus I° fir alle ¢, d.h. ¢ = 0.
Analog zeigt man nun (6) und (7). Um (8) zu zeigen, nehmen wir an, dal

J = (,....7,) ist. Sei nun f=(f},...,f,) ein Gleichungssystem aus
AJ[Y,,....YyJund g = (7, .. .. §y) eine formale Losung aus (4/J)%,,
d.h. f(g) = 0.

Sei g = (¢,,...,9,) Reprasentant von f in A[Y,..., Y], # Re-

prasentant von j in A%, dannist g,(2) = 3 I,;5;, [, € AY. Wir betrachten

J
nun das Gleichungssystem, das durch die &, =g, — )] L, j; aus

AlYy,.. Y. Ly,....L,]

definiert wird. Dieses System hat eine formale Losung aus A%, nimlich
(G- Zxs byeo oo L), und somit fir jedes ¢ > 0 eine modulo I° mit
dieser Losung iibereinstimmende Losung aus 4. Diese definiert, wenn wir
wieder zu den Restklassen iibergehen, die gesuchte Ldsung aus A;/J. Damit
ist der Satz bewiesen.

Man kann nun noch weitere Folgerungen dieser Art ziehen, bzw. die
Aussagen verfeinern und viele Beziehungen zwischen dem Ring und seiner
Komplettierung, die durch Gleichungen definiert sind, aus der Approxi-
mationseigenschaft folgern. Wir wollen jedoch hier nicht in aller Aus-
fithrlichkeit darauf eingehen. Man kann genaueres in [5] nachlesen.

Wir wollen nun noch eine weitere Folgerung ziehen, die schon bei
Rayxatrp [7] genannt ist.

Satz 2. Sei A ein semilokuler NOETHERscher Ring und I ein Ideal, dessen
Radikal das JacoBsoN-Radikal des Ringes ist. Wenn (A, I) € AE ist, dann
ist A universell japanisch.
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Bemerkung. Es ist klar, daf allein aus der Approximationseigen-
schaft nicht universell japanisch folgen kann. Man betrachte z. B. einen
Ring A, dessen ganze Abschliefung nicht endlich iiber A ist (vgl. NaAGATA [6]),
dann ist (4, (0)) € AE.

Beweis von Satz 2. Da (4, I) aus AE ist, ist auch fir jedes Primideal p
von A (A/p, p + I/p) € AE und fir jede endliche freie 4-Algebra B

(B, IB) € AE.

Wir konnen also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf A4
ein Integritdtsbereich ist (wir ersetzen 4 durch A4/p), und es geniigt zu
zeigen, dall die ganze AbschlieBung von ‘A endlich iiber A4 ist. (Denn
wenn wir eine endliche Erweiterung K von @(A4) dem Quotienten-
koérper von A haben und B die ganze AbschlieBung von A in K ist, enthilt
B eine iiber A endliche freie Algebra B’, deren Quotientenkdrper K ist.
Wir kénnen dann 4 durch B’ ersetzen.) Um nun zu zeigen, daB die ganze
AbschlieBung von A4 endlich itber A ist, gentigt es, dies fiir die Komplet-
tierung A% zu zeigen, da A% eine treuflache A-Algebra ist und die ganze
AbschlieBung von A% das Tensorprodukt der ganzen AbschlieBung von A
mit A¥ iiber 4 enthalt. Da nun (A4, I) € AE ist und ein Integritatsbereich
ist, ist A% ein Integrititshereich.

Wir kionnen schlieBlich annehmen, dafl A% ein lokaler kompletter
noetherscher Integritatsbereich ist. Dann folgt aber aus dem Theorem von
Nacara ([4], s. 215), daBl die ganze AbschlieBung von 4% endlich iiber A% ist.

2., Beispiele

Satz 3. Die folgenden Ringe sind aus AE:

(1) (B(Xy,..., X)), (X1,....X,)), k ein Korper (k(X) ist dabei der
Ring der algebraischen Potenzreihen)?),

(2) (C{Xy, ..., X}, (X4,..., X)), Cder Korperder komplexen Zahlen
({ } bedeutet konvergente Reihen),

(3) (R{(Xy,..., X)), (Xy,...,X))), R ein exzellenter diskreter Be-
wertungsring,

(4) (3), wobei R ein kompletter noetherscher lokaler Ring ist,

(5) (4,1), A ein in I kompletter Ring.

1) Sei R ein kommutativer Ring mit 1, X = (X, ..., X;) seien n Unbestimmte.
Unter R (X) wollen wir die HENsELsche AbschlieBung von R [X] beziiglich (X)) verstehen
{vgl. [5] oder H. KurkE, HEnsELsche Schemata, Habilitationsschrift). In den von uns be-
trachteten Fallen (R ist von endlichem Typ iiber einem Kérper k oder itber dem Ring der
ganzen Zahlen Z, oder R ist von der Gestalt k[[f,, ..., £;]], allgemeiner R ist universell
japanisch (vgl. [4])) ist R (X) die algebraische AbschlieBung von R [X] in R [[X]].
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Zum Beweis wollen wir nun folgendes bemerken:

(5) ist trivial, (1) und (3) findet man bei ARTIN in [2], (2) findet man in
M. ArTixNs Arbeit {1], (4) findet man in [5]; wir werden in 3. noch darauf
eingehen.

Satz 4. Folgende Ringe haben nicht die Approximationseigen-
schaft:

(1) Beispiel von NAGATA.
Sei k ein Korper der Charakteristik p &= 0 und [k: k?] = co.

R=Hk[X,, ..., X, ][k

ist ein requldrer lokaler Integrititsbereich mit Maximalideal m, der beziiglich m
nicht komplett ist. R%, ist rein inseparabel iiber R, und deshalb hat (R, m) nicht
die Approximationseigenschaft.

Sei {b,,...} eine Basis von k:k?, d = }] b, X%. Dann ist die ganze
Abschliefung von R[d] nicht endlich iber R[d]. (R{d], JacoBsoN-Radikal
von R[d]) ist somit nicht aus AE.

(2) Beispiel von GRECO und SALMOX.
Sei R==Fk[X,,X,,...]0Y] ein Polynomenring in wnendlich vielen
Unbestimmten iber dem Korper k und a das folgende Ideal:

a=(X, Y, Xo—X; Y, X, — X, Y,..).
Dann hat (R'a(T), (T)) nicht die Approximationseigenschaft.

Beweis. (1) ist schon bei Ray~xavp [7] erwihnt. Der Beweis folgt aus
Satz 1. Das Beispiel findet man bei NAGATA in [6]. (2) ist ein Beispiel von
GrECo und Sarmox in [3] far einen Ring, dessen Komplettierung nicht
flach Giber ihm ist.

Es ist klar, dafl T — Y Nichtnuliteiler in R « [T] und somit, da R/a (T)
flach iiber R-« [T] ist, auch in R'a {(T) ist. Auf der anderen Seite ist aber
2 X, TY(T—Y)=0in Ra[T], d.h. T — Y ist Nullteiler in R/a [ry.
Das ist aber ein Widerspruch zur Approximationseigenschaft in
Analogie zu (5) von Satz 1.

Aus Satz 3 und Satz 4 ergibt sich das folgende Problem: Sei R ein
Ring, X = (X, ..., X,). Wann ist (R(X), (X)) aus AE? Wir haben an
einem Beispiel gesehen, dafl dies nicht immer der Fall sein muB}, doch war R
im Beispiel nicht noethersch.

Interessant ist das Problem, ob fur R = k[T, ..., T,], k ein Korper
und n beliebig, (R (X), (X)) € AE ist. Die folgende Bemerkung zeigt uns,
daBl die Approximationseigenschaft von R (X) beziglich (X) nicht
von der Bedingung , NoETHERsch abhangt.
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Bemerkung. Wenn fir jedes n stets (k[T,,..., T;]1(X), (X)) aus AE
ist (die T'; sind Unbestimmite), dann ist auch (R (X), (X)) aus AE, wobei R
ein Polynomenring in unendlich vielen Unbestimmlen ist.

Beweis. Sei f= (fi,....f,), ;€ R(X)[Yy,..., Yy] und

g:(gla'~~:y—N)5 gIERI[X]] mit f(g):()
gegeben. Aus der Definition von R (X) folgt, daB die f; schon iiber einem
endlichen Polynomenring definiert sind, etwa iiber
E[T,,...,TJ(X)[Yy,..., Ygl.

Wir geben uns nun ein ¢ > 0 vor und adjungieren zu k[T, ..., T ] noch
diejenigen Unbestimmten aus R, die bei den Formen von §; vom Grad
beziiglich (X) < ¢ vorkommen. Die restlichen Unbestimmten aus R setzen
wir Null, und die so erhaltenen formalen Reihen bezeichnen wir mit

7O =@, ..., gNO).

Dann ist 7, = 7 mod (X)° und f(7?) = 0.
Wir haben somit das Problem auf einen endlichen Polynomenring

k[T, ..., T,] reduziert. Es gibt also nach Voraussetzung eine Liosung aus
k[T, ..., T,](X), die mit 7 und somit auch mit § modulo (X)° iiber-
einstimmt.

Wir kénnen diese Bemerkung nicht so ohne weiteres mit Beispiel (2)
in Beziehung bringen, da in diesem Beispiel R/a [T] tiber R/a (T) nicht
flach ist und somit die Voraussetzung von (8) von Satz 1 nicht erfiillt ist.

3. Ringe mit schwacher Approximationseigenschaft

Wir konnen in dieser Arbeit fir das eben aufgeworfene Problem nur
eine schwichere Aussage machen.

Satz 5. Sei R eine Algebra von endlichem Typ iiber einem Korper,
X=(X,....X,), Y=(Y,...,Yy)
seien Unbestimmie, f = (fy, ..., f,) sei ein Gleichungssystem aus
EX)[Y], §=(G--->Fn)

sei eine formale Losung, d. h. §; € R[X] und f(7) = 0. Sei ¢ > 0 eine ganze
Zahl, dann gilt:

(1) Es existiert ein d aus R, das nicht von ¢ abhdingt und algebraische
Potenzreihen y = (yy, ..., Yy), dber Ry, d.h. y,€ R;(X), mit f(y) =0
und y, = g, mod (X)°.
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(2) Es existieren Ringhomomorphismen 1, von R{(X) auf R{(X), deren
Fortsetzung auf R(X)y JIsomorphismen sind, so daf fir das induzierte
Gleichungssystem g = I (f) = (I,(f1), ..., [ ,(f,) (dabei ist hier mit I, die
kanonische Fortsetzung von I, auf R{(X)[Y] gemeint) und die induzierte
Sformale Losung 1,(j) eine Losung

Y= - yx) 9:€ RX),
existiert, d. h. I(f) (y) = 0, und y, = I (F,) mod (X)".

Wir sagen nun, daB ein Ring R die schwache Approximations-
eigenschaft hat (und schreiben kurz R € SAE), wenn fiir R (1) von
Satz 5 gilt.

Bemerkung. Es ist klar, daf3 ein analoger Satz fiir die SAE wie Satz 1 (8)
qilt.

Beweis von Satz 5. Den Beweis von Satz 5 kann man in Analogie
zum Beweis von M. ARTINS Approximationssatz (Satz 3 (3), vgl. [1])
fithren. Die Reduktion auf den Fall, dall die Anzahl der Gleichungen gleich
der Hohe des von ihnen erzeugten Ideals ist, kann man tbertragen. Das
NEwTtoxsche Lemma kann man analog auf der Grundlage des von H. KURKE
fir R(X) bewiesenen Satzes Uber implizite Funktionen (vgl. {5] oder
H. Kurke, Hexskrsche Schemata, Habilitationsschrift) beweisen. Im
weiteren Beweis wird dann fiar den Induktionsschritt der WEIERSTRASS-
sche Vorbereitungssatz verwendet. Wir kénnen ihn fiir unsere Zwecke
wie folgt verallgemeinern und den Rest von Arrtins Beweis dann iiber-

tragen:
WEIERSTRASSscher Vorbereitungssatz. Sei B ein NOETHERscher Inte-
gritdtsbereich, und seien X = (X,..., X,) Unbestimmte, sei weilerhin

fE R[X] mit f(0,...,0,X,) =dX} + ---und d 5 0, dann ist R,[X[/f
zu dem folgenden Ring isomorph:

Rd‘[Xla . '9‘Y;z—lﬂ+ Rd[[Xl’ . "‘Yn—l]]Xn + e
+ R, [X,,....X,_, 01Xt

Um diesen Satzzu beweisen, kann man den Beweis von ZARISKI-SAMUEL (8]
fir den Fall,daB R ein Korper ist, iibertragen, denn man benétigt lediglich,
daBl d eine Einheit ist.

Man kann auch analog zu [8] durch Koordinatentransformationen ein
gegebenes f aus R[X] auf eine solche Form bringen, wie sie im WEIER-
sTrRassschen Vorbereitungssatz gefordert ist.

Wenn R nun von der Form k[T, ..., T,] ist, k ein Korper, dann kann
man durch zusatzliche Transformationen der Art T,w» T, X! erreichen,
dall d eine Einheit ist. Diese Transformationen definieren dann die /. in
Satz 5.
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Wir konnen nun den Rest von ARTINS Beweis iibertragen und sehen
wie durch den WEIERSTRASSschen Vorbereitungssatz die Ring-
erweiterung bzw. die Homomorphismen hereinkommen.

Bemerkung. (1) Wenn R Restklassenring eines noetherschen Integritdts-
beichs ist, ist B aus SAE. (2) Wenn R speziell Restklassenring von

k(T,,....T,]
ist, k ein Korper, dann ist (R (X), (X)) aus AE.

Beweis. (1) Wir haben bei der Aussage von Satz 5 (1) vom WEIER-
sTrassschen Vorbereitungssatz nur die allgemeine Aussage bendtigt.
Bei (2) fuhrt man den Beweis mittels vollstandiger Induktion iiber die
Anzahl der 7', und dbertrigt ARTINS Beweis.
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