REVISTA CIENCIAS MATEMATICAS Vol. V, N& 3, 1984

Anillos locales HENSELIANOS y excelentes

Mario Estrada, IMACC, Academia de Ciencias de Cuba
Gerhard Pfister, Universidad de Humboldt, Berlin, RDA

RESUMEN

Se presenta una revision actual
de los anillos locales henselianos

y excelentes, enunciandose los re-

sultados mds relevantes y presen=
tdndose algunos problemas abier-
tos. Se establece la relacidn con
los anillos con la Propiedad de
Aproximacidn en el caso local y
se concluye con un teorema gue
ilustra las te€cnicas usuales de
demostracion de propiedades de

ABSTRACT

An actual review of local rinas
which are henselians and excellents
is presented. The most relevants
results are stated and some open
nroblems are mentioned. The rela-
tion with the rings whith the Pro-
perty of Approximation is establis-
hed in the local case. The paper
concludes with a theorem showing
the usual techniques used proving
apnroximation properties.
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aproximacion.

INTRODUCCI 0N

Este articulo presenta una revision actualizada de algunos de los pro-

blemas resueltos y pendientes de solucidn concernientes a los anillos lo-

cales henselianos y excelentes.
sidn la conferencia dictada sobre el tema por el Dr.
la Universidad de Humboldt en Berlin, durante su estancia en la Academia
Para las definiciénes y demostraciones cuva referen-~
a las obras fundamentales [7] ¥ (8],

Ha motivado la presentacidn de esta revi-
Gerhard rPfister de

de Ciencias de Cuba.
cia no se sefiala, remitimos al lector

Todos los anillos considerados son conmutativos, noetherianos v unita-

rios.

7, AHILLOS HENSELIANOS

Definieidn: El1 par (a,J), J un ideal de A,
A[T], si:

se denomina Henseliano cuando

para todo polinomio monico FI(T) €

1y

o (mod J)
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a) F(0)




' aF

—0E z d (mod J) TR
b) —5F (0) Unida

entonces 3 a € J, tal que F(a) = O

Existen muchas propiedades equivalentes a la definicidn. Cuando esta
se generaliza al caso de n variables (T,,...,T,), se obtiene el Teorema .
de las Funciones Implicitas (T.F.I.)

2.2. Teoreru (T.F.I1.)

Sea {A,J) hensellano, F = (F reessFr), Fi € A[Tl,...,T 1, £ §n, “ﬁé
r polinomios sobreé A tales que: i%é.
a) Fj(0) = 0O (mod J), i=1, ,r

b) AF(O) +J = A, donde AF = ideal

enagendrado por los rxr -menores

oF 3
de la matriz- { 3T ]

L i,

Existe entonces a =(a},...,an), aj €J, 3 =1,...,n; tal que Fla)=0.

2.3. Lema de Newton

- Sea (A,J) henseliano; Fl,een, F € ArT,,...,Tn], r <n

i=1,...,r
¢ aTy 5= 1:...:n

- - - c
Cuando para a = ta,,...,ap) € A", se tiene F (3a) = 0 mod (A(F) (da))3J
c 2 1; existe entonces un a =

(a,,-..,ap) € A" con:
{1) F(a) = 0
2 a; = a3, mod (A(F)(3).5° B

!T.'4. Teorema (Elkik) (ver - {31)

Sea (A,J) henseliano; F = (Fl,...,P ),

polinomios sobre A, Sea A un idg
A(T,,...,Th1 / (F,,...,Fy) sobr
escogerse éspecialmente},

i € A'T p-..,T ]: 1=29,...,%0
eal Que describe el lugar singular de

¢ A leste ideal debe, por razones técnicas

Entonces existe una funcion
dades: cuando para un 3

©: W X[M*) m'

con las siquientes propie-
(a,,_,.'a

n), e K} se tiene:

D F ) 0 mea yOlr,s)

i1) A(a) 2 4r
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existe entonces a = hx sees0ap), aie A, tal que

F.la) =0ya; = 'é'i (mod J%)

3., ANILLOS EXCELENTES (ver ([9])

Nos referimos solamente al caso local.
Primeramente dos definiciones necesarias

3.1. Definicion: Un anillo A se denomina catenario cuando dados los ideales
primos pc g de A, todas las cadenas de ideales primos, que comienzan
con py terminan con g, tiemen la misma longitud. .

A es universalmente catemario cuando toda A - algebra de tipo finito es

catenaria.

3.2. Definicidn: Un anillo A se denomina un G. anillo cuando sus fibras for-

males son geométricamente regulares.

Es decir para todo p € Spec A, la fibra A ﬂA/p Q(A) es un anillo re-
gular y permanece regular para toda extensién finita de Q(A). Equivalen-

temente si p € Spec Ay p = p/ A, el anillo ﬁ_ / p 3_ es geométricamen-

te regular. P P i

3.3. Definicidn: Un anillo local A se denomina excelente cuando: i

: 1) Es universalmente catenario
j 2) es un G - anillo. g
Otra definicion importante, en el marco de la temdtica que estamos
analizando es la correspondiente a los anillos con la propiedad de aproxi
macidn.
3.4. Definicidn: Un anillo local A con ideal maximal m se denomina anillo ,
con la Propiedad de Aproximacidn, (se escribe A € AE) cuando se cumple

lo siguiente:

L ,’rn] r polinomios, tales que
i=1,...,r. (A el completado de A). Entonces para
=0ey,= ¥ (mod m%).

Sean Fl""’Fr e A [T
F, (§) =0, yed ",
todo numero natural c,3 y_ € Al tales que Fy ly,)

Las propiedades fundamentales de los ‘anillos con AE se pueden resumir

en el siguiente teorema.

3.5. Teorerm: Sea A € AE, entonces:

1) A es henseliano
2) A es universalmente catenario
s formales de A son geométricamente

i 3 A s

3) Las fibra
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‘entonces A=k {X%

Caign

normales, es decir: PESpec Ay p=pNA
implican que A_ /pA_ es geométricamente normal
P P

4) Si B|A es una extensidn finita, entonces B € AE
Problemas: entre los problemas que estdn en estudio citamos los siguientes:
P. 1. Si A ¢ AE “es A excelente?

Esta conjetura viene sugerida por ser excelentes todos los anillos cono-
cidos con la prOpiedad AE, y puede reducirse a demostrar que: Ty

DadoAEAE y p € Spec Acon P NA = O entonces A es regular. La res-""

puesta a P.1 es afirmativa para dim 5 2 y esta enpestudio para dimensio-
nes mayores.

Un problema mds débil es el siguiente:

P2. (Es Reg A = {p € Spec A : A p regular}  abierto en Spec A7

La solucién de B. 1 implica P.2," pues cuando A excelente es siempre Reg A

abierto en Spec A, La respuesta es afirmatz.va al menos para dim A § 3°
Un problema aun mds importante lo const1tuye~
P3. /Qu€ anillos poseen la propiedad AE?

En este sentido mencionamos a continuacion los resultados obtenidos mds
importantes.

1) Greemberg, 1966, lver [5]): si R es un anillo de valoracion discreta,
henseliano y excelente, entonces R € AE.

2) Artm, 1968 (ver [11). sea k un Cuerpo valorado de caracteristica O,

yoee X n f (series de potencias convergentes) posee Ia:
propiedad AE.

3) Artin, 1969 (ver [2]) sea R’ un anillo de valoracidn discreta excelen-
te y henseliano, entonces A = R ¢ x i

+++-.X > (series de potencias alge-
braicas) posee 1a propiedad AE. ' o

4
) Sea K la categoria de los W-anillos (ver(8) y (101), es decir cuyos:

objeto
] | 8 sén ‘arullos locales regulares. A, con las propiedades sigquientes:
. Aes €xcelente . viﬁ
+ A satisface el Teorema de preparacidén de .
Welertrass (wvs) B

Se demuestra que 3 € K — a ¢ aE
Cuando k es un cuerpo valor e .

ado com 1
ces X Kl,..;,x plet

© de caracter{sticas > 0, enton™
n cumple el wvs P ’
ox Ix

Se demuestra su excelencia (ver [61):

1"".:1 " e AE.

El problema, cuando K eg

un cuerpo
te solucidn {ver(131);

valorado no completo tiene la siguier”
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K se denomina casi completo cuando la extension ﬁ/K es separable.

« [

completo.

..,xn es excelente (y por tanto con AE) si y sdlo si K es casi

5) Otro problema de interes es: A € AE 2, ASh € AE. Es decir, <Jposee

la henseliiacidn estricta de anillos con AE, tambien esta propieéad?.
Informalmente, la henselizacidn estricta de un anillo local (A,m) viene
dada por el "menor" anillo local henseliano que lo contiene y cuyo cuerpc
residual es la clausura separable del cuerpo residual k = A/m de A.
Respuesta a este problema viene dada parcialmente en [4].

6) D. Popescu ha anunciado recientemente, el siguiente muy interesante

resultado, ain no publicado:
Si A es henseliano y excelente, entonces A € AE.

En el caso en que A es local, son conocidos los resultados siguientes:

dim A = 1 , A ¢ AE <=> A es henseliano y excelente (ver [6) y [111).
dim A = 2 , A € AE y factorial <= A es henseliano v excelente (ver [121)
dim A = 3 , La afirmacidn de Popescu se ha demostrado para algunos ejem-

plos de anillos henselianos y excelentes (ver [11])
Estd pendiente de demostrar A'€ AE => A es henseliano y

excelente.

4, ANILLOS CON LA PROPIEDAD FUERTE DE APROXIMACION

4.1, Definicidn: Un anillo local (A,m) posee la Propiedad Fuerte de Aproxi-
macidn (se escribe A € SAE) cuando se tiene: Sean Fl""'Fr € A[Tl,..”Th]

r polinomios sobre A. Entonces existe una funcidn @ : [N + [N, tal que

- An . n
cuando Fi(f) = 0 'mod mm(0)1 ce N.te AP i=1,...,r, existe t € A, con

\
Fi(t) =0y t=t (mod n€)

La condicidn SAE es sélo aparentemente mds fuerte, lo que demuestra

el teorema siguiente.
4.2 Teorema (Pfister y Popescu [81)

A€ AE —> A € SAE
Es necesario observar dque en general se desconoce la funcién @, sdlo
se conoce en casos simples (ver {21). Su determinacidn es de interés por
las posibles.éplicaciones.
de mostrar una técnica usual de demostracidn de pro-

Con el objetivo
y demostramos el préximo teorema

piedades de aproximacidn enunciamos

4.3. Teorema
= ta-
Sean f = (fll...,f ); fl’...’fm e ¢ {Xll---lxnl Ylla--rYN} c {XIY} a

n
Entonces existen para todo ( € N
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.‘Yc G‘(C{x‘})n. tales que flyc) = 0, con y  y (mod (XIEN, X - (x‘““'xh)r’
Dematracio’n:'
Primeramente, ;in restriccidn de la generalidad, podemos tomar A
(£,,000f) = = Kef (C(X,¥} > CLIX1)), ¥ definida por ¥, ¥y, ¥

por el cardcter noetheriano de {{X,Y}.

Sea ht p= r {altura de 7P). Entonces, sin restriccidn de la generalidad
podemos considerar -mediante la aplicacidn del W.V.S. y el criterio de
Jacobi~ que existe un rxr -Menor 4 c}e la matriz jacobiana

Y - 13 i
i - ; . .
{31{. ] tal que d g»r), o sea tal que dly) # 0y 4 = ‘—5%] 1,531,000
1 : t b .
Afirmamos ahora que dados Yo» COR ¥, = y(mod (x)c) , si tomamos'c>}1 o
de fx(yc) B oL,... = fr(yc) = 0 resultg -’o(yc) = 0.

Efectivamente, considerando v (f. greeeofy) =P, ....nrp podemos tomar
?y-pi(Y) # O para i > 1. Escoglendo c > ord 'p {(y), i>1, como
'Pi (v,) = B y) (mod m®) y por tanto ord P; (yc) = ord P (y), resulta

P lve) £ 0 para i > 1. Ahora /(f,,...,fr (yg) = O 1mp11ca1’(yc), P. (Yc
N rpr(yc = 0, de donde nuestra afirmacidn.

-Bl resto de la demostracidn consiste en la apllcacxon del Lema de
Newton, y para ello, dado Yy tal que £(y)=0, y por tanto f(¥)
@ (y) (X)), encontrar, para todo € € N, un ve € C{X},
tal que £(y_ ) = 0 (mod aztyc) (x)€) .

0 (mod
¥ (mod (X))

con YC

Se aplica para ello induccicdn en el nimero n de variables X,.

Para n=0 la afirmacidn es trivial.

8
odemos ahora suporrer, sin restriccidn de 1la generalidad que d° (Y) s

X, ~ regular (i,c. a2 (y) 0,...,0, X) # 0)

Aplicando el W.v.3., a g2 (Y) resulta:

4’ (¥) = Unidag {x +a s=1" ‘ '
1. a X . -~
1 n n“" n+...+aojl dOnde ai e c{[xll""xn—1]]
Y P(Xp) = x 45 xS-1 :
n n+an~1xn+,,,+$
0

Dividie v B(x.)
endo 1q; Y; por P_(Xn)’ resulta:
- - . 8=1 |
¥, = Bix) = * |
i n ¥y ¢ Yi Xy o0 ¥y
Lo Yi % F ee [[xl,...,xn-ﬂ], 1=1,...,N
v
Introducimos ahora las varl

(Z } = f~¥Y = Z' ¥ k 1
'vk i - ( i ;
t - \)2_;-07:'2 1y :‘n;) ) 4 tesa,X.

ables 2

i

s Ciong
V; x: , i=1,...,N ¥y def?“ﬂqﬁ

+ 840
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Ahora, g, (¥; ) = £, (¥,) = O (mod P(X ) = 0 (mod & (¥)

v
Consideremos el Polinomio P' =X+ A__, Xi_1+...+ A; donde los.A;, i=0, P
. - 3 . -1 M
...,s8-1 son nuevas variables, y dividamos g, (Z. ) = P' . g + sz q xj /
ki .=o.k__‘ n' i

donde a € C {{X PR 4 } ,{Z. }, {A}} v { }
1 n 1\) 3 4 C'kj e C xll"'lxn-“ ’ ziv Aj

i=1,...,N; 3=0,... s-1

Ahora bien, sustituyendo , resulta una ecuacion del tipo .

(xl,...,x V., 3| b

Y g ' -
P(Xn)'h - 1:"Xn)'l'1 L c';k n-1' 1y J: B

J

Por la unicidad de los términos, seqgun el WVS, resulta Iy (x‘,...,xn_1 P
— , J i
Yo aj) = 0 Aplicando por tanto la hipotesis de induccion o esta ecua-

cidn encontramos para todo C € N, solucién en A de la ecuacion

Ips = 0, con a, = a, (mod (X)€); Yy z §i (mod (X)€). Si ahora recorre-
: v v
mo% el camino inverso de las sustituciones realizadas obtenemos la solu-

cidn requerida y, = y (mod (x€) del sistema f; ¥ O mod A ly ) (X6), qed.
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