Algebraische Riume und ihre geometrische Realisierung
Herrn Prof. Dr. H. GRELL zum 70. Geburtstag gewidmet

Von GERHARD PrisTER in Berlin

(Eingegangen am 3. 2. 1972)

In diesem Artikel soll die Stellung des algebraischen Raumes als
geometrisches Objekt untersucht werden.

Sei X ein algebraischer Raum definiert durch die etale Aquivalenz-
relation R =3 U. Unter der geometrischen Realisierung X, von X
wollen wir den Quotienten von R 3 U in der Kategorie der lokal geringten
Réiume verstehen. Wir wollen nun die Beziehung von X und X, unter-

suchen.

1. Etalmorphismen in der Kategorie der lokal geringten Riume

Definition 1. Seien X und Y lokal geringte Rdume, f ein Morphismus
von X in Y. f heiffit etaliert, wenn es fiir jeden Punkt x aus X und y = f(x)
Umgebungen U wund V gibt mit f-1V 22U, .
daf sich die Einschrinkung von f auf U wie Y v
folgt faktorisieren ldfit:

Dabei ist g eine offene Einbettung, F ein nor- g
miertes -Polynom aus I'(Y) [T]und F':j‘ﬁ

v[T]/F)e
und (V[T1/F)p die lokal abgeschlossene Menge

DFYNTV) von
V' X specz Spec Z[T].
Bemerkung 1. Der Morphismus f ist etaliert genau dann, wenn er
(1) flach,

(2) unverzweigt,
(3) lokal von endlicher Darstellung ist (d.h. X ist lokal gegeben durch

Y([T,,..., T)(F,, ..., F)).
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Wir wollen auf den Beweis dieser Bemerkung nicht weiter eingehen,
da wir sie im folgenden nicht benétigen. Man kann ihn in [3] nachlesen.
Ehenso die

Bemerkung 2. Etalinorphismen sind offen.

Satz 1. Jeder lokal geringte Raum definiert durch die YONEDA-Ein-
bettung beztiglich der kanonisch definierten Etaltopologie eine Etalgarbe.

Beweis. Esgeniigt offenbar zu zeigen, daB3, falls f: X — Y etaliert und
surjektiv ist (X, Y lokal geringte Raume), dann
X %, X 73: XX
exakt ist.
Dazu genigt es zu zeigen, daB
(1) das entsprechende Diagramm der zugrunde liegenden topologischen
Raume und
(2) das entsprechende Diagramm der Strukturgarben exakt ist.
Man kann nun (1) analog zum Fall der Schemata beweisen (vgl. [1]
oder [3}).
Uin (2) zu zeigen, nutzt man die in der Definition gegebene lokale Struktur
der Etalmorphismen aus.
Wir wissen, daB X — Y lokal durch (Y [T] F); — Y gegeben ist, dabei
ist F' ein normiertes Polynom aus I'(y)[7T] und G = Gy F” mit G, €/(F).
Wir erhalten somit fiir das uns interessierende Diagramm der Struktur-
garben
Oy, = (f 0¢), = ((fo9)s Oy, yX)y
Oy,y - (Or,y [T],/F)(Ghmy’ O 1, LTUE) =3 L,
wobei L = (0, (T,. T.](F(T), F (Tz)))(G(Tl)rG(T:)w*-mY,yOY,y[Tng]) ist
(mit 0y bezeichnen wir wie tiblich den Halm der Strukturgarbeim Punkt y,
mit my , das Maximalideal von 0y ). Wir tensorieren diese Folge nun mit
der strengen HEeNsELisierung 4 von 0, , (d. h. 4 ist eine HENSELsche
lokale treuflache 0 -Algebra mit algebraisch abgeschlossenem Rest-
klassenkorper). Dann ist, da uber A{T] F in Linearfaktoren zerfallt (4 ist
HExsELsch mit algebraisch abgeschlossenem Restklassenkorper),
(A[T}VF)p 3 A X -+ X A.
Wir erhalten somit die folgende Sequenz
A-Ax v xAFAXcen- x A,
rmal rimal
wobei r der Grad von F ist.
Nun sieht man sofort, dafl diese Folge exakt ist und damit auch (wegen
der Treuflachheit von 4 iiber 0y ,) auch die uns interessierende.
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Satz 2. Seien X und Y lokal geringte Rdiume, f: X — Y ein Ktalmorphis-
mus, Y’ = f(X). Dann ist X ein Schema genau dann, wenn Y’ ein Schema ist.

Beweis. Wenn Y’ ein Schema ist, folgt aus der Definition des Etal-
morphismus, daf X ein Schema ist (vgl. lokale Charakterisierung der Etal-
morphismen!).

Sei nun X ein Schema. Wir missen zeigen, dal jeder Punkt y aus 1’
eine affine Umgebung besitzt. Nun konnen wir, da unsere Frage lokaler
Natur ist, ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, daf}

X = Spec 4

ist und X = (Y[T]/F)g ist, X — Y surjektiv ist und G(y) = 0 (IKtal-
morphismen sind ja offen und lokal von dieser Gestalt). Wir haben nun
eine kanonische Abbildung I'(Y) — 4. Wegen der speziellen Gestalt von
Spec A (und da wir ¥ so klein wiblen kénnen, dal T' Einheit in

ry)ryr
ist und G(y) & 0 ist) erhalten wir wegen der Normiertheit von F
A 3 (I(Y) [TY/F),.

Dann ist aber die kanonische Abbildung I'(Y) — A etaliert. Sei D das offene
Unterschema von Spec I'(Y), das durch den offenen (etalierten) Morphis-
mus Spec A — Spec I'(Y) definiert ist. Wir erhalten das folgende kommu-

Spec A 4

Y

tative Diagramm k P mit surjektiven Etalmorphis-

/
10

men f und k. Es ergibt sich das folgende exakte Diagramm:

a
Spec A x_ Spec A Spec A - Y
14 )
c
h
d
JSpec 4 o Spec A D

Dabhei ist h etaliert, da @ und c etaliert sind, und surjektiv, da p surjektiv
ist und (a, b) baw. (¢, d) eine etale Aquivalenzrelation bilden. Aus diesem

12+
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exakten Diagramm erhalten wir, da Y eine Etalgarbe ist, das folgende
exakte Diagramm:

Y(D) Y (Sbec A) . Y (Spec A x, Spec A)

Y{n

Y(Spec A =, Spec A)

Y
Da h etaliert und surjektiv ist, ist ¥ (k) injektiv. Spec 4 — Y definiert also
ein kanonisches Element aus Y (D). das heiftein D — Y, das zup inversist.
Daniit ist der Satz bewiesen.

2. Die geometrische Realisierung

Aus 1. konnen wir entnehmen, daB fir einen algebraischen Raum X,
definiert durch die etale Aquivalenzrelation R =3 U, X, eine Etalgarbe ist.
Da aber X der Quotient von B =3 U in der Kategorie der Etalgarben ist,
gibt es einen kanonischen Morphismus X — X,. In der Arbeit von KxvuT-
sox [2] kann man ein Beispiel finden. in dem dieser kanonische Morphismus
kein Isomorphismus ist, obwohl dort X, ein Schema ist. Wir wollen nun
hier untersuchen, wann X — X, ein Isomorphismus ist.

Satz 3. Ein algebraischer Raum X, definiert durch die etale Aquivalenz-
relation R =3 U, ist zu seiner geometrischen Realisierung Xy kanonisch iso-
morph genaw dann. wenn der kanonische Morphismus U — X, etaliert ist.

Korollar. Wenn X zu X kanonisch isomorph ist. ist X ein Schema.

Der Beweis des Korollars folgt aus Satz 2.

Beweis von Satz 3. Wir kénnen nach Satz 2 ohne Beschrankung der
Allgemeinheit annehmen, dafl X auch Etalgarbe auf der Kategorie der
lokal geringten Rédume ist (es ist ja nach Satz 2 die Einschrinkung der
Etaltopologie auf der Kategorie der lokal geringten Raume auf die Kategorie
der Schemata gerade die Etaltopologie auf der Kategorie der Schemata).
Wenn dann X mit seiner geometrischen Realisierung ubereinstimmt, ist
der kanonische Morphismus U — X, nach Definition des algebraischen
Raumes etaliert.

Wir wollen nun annehmen, daf3 U — X, etaliert ist. Dann betrachten
wir das folgende Diagramm
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u - X

_

(@ existiert aus Faserprodukteigenschaften, da X, Quotient von R = U ist.)
Da U — X, etaliert ist (und natiirlich surjektiv), ist

Uxy U3 U—X

exakt, und (b, ¢) ist eine etale Aquivalenzrelation. AuBerdem ist natiirlich
nach Definition B =3 U eine etale Aquivalenzrelation, somit ist @ etaliert.
Weiterhin ist a surjektiv (das folgt aus der Quotienteneigenschaft von X,).
Wir wenden nun auf das Diagramm X an und erhalten das folgende exakte
Diagramm:

X(X4) - X (U) X (R)

X(Ux
(x

X

Das kanonische Element U — X (aus der Definition des algebraischen
Raumes) hat bei X(U) = X(R) bei beiden Abbildungen das gleiche Bild,
denn X war ja Quotient von R = U. Da nun nach dem Garbenaxiom
X(Xy) — X(U) 3 X(U xx, U)exaktistund X(Ux x, U) — X(R)injektiv
(e war ja etaliert und surjektiv), hat U — X ein Urbild in X(X,). Dieses
definiert gerade die zur kanonischen Abbildung X — X, inverse. Damit
ist der Satz bewiesen.

Bemerkung. Sei X ein algebraischer Raum, definiert durch die Aquivalenz-
relation R =3 U, dann existiert ein grofiter offener Unterraum W von X mit
W =W,. Wenn U normal und von endlichem Typ iber einem Kirper ist,
dann ist W charakterisiert durch die Bedingung Qpx = 0.

Der erste Teil der Bemerkung ist klar, da die Menge der Punkte, in
denen eine Abbildung etaliert ist, offen ist. Zum zweiten Teil iiberlegt man
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sich nun leicht, wenn U normal und von endlichem Typ iiber einem Korper
ist, daBl dann auch X, normal und von endlichem Typ iiber einem Kdorper
ist (X, ist ja Quotient der Aquivalenzrelation in der Kategorie der lokal
geringten Réaume). Die betrachtete Abbildung ist also in einem Punkt
etaliert genau dann, wenn sie unverzweigt ist, d. h. genau dann, wenn
Qrx, = 0 ist.
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