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(Eingegengen am 3.2.  1972) 

I n  diesem Artikel sol1 die Stellung des a l g e b r a i s c h e n  R a u m e s  als 
geo me t ris c hes  0 b j e k t untersucht werden. 

Sei X ein a lgebra ischer  R a u m  definiert durch die etale Aquivalenz- 
relation R 2 U .  Unter der geometr i schen  R e a l i s i e r u n g  X, von X 
wollen wir den Quotienten von R 2 U in der Kategorie der lokal geringten 
Raume verstehen. Wir wollen nun die Beziehung von X und X, unter- 
suchen. 

1. Etalmorphismen in der Kategorie der lokal geringten Raume 

Definition 1. Seien X und I' lokal geringte Raume, f ein Morphismus 
von X in Y .  f h e i j t  e t a l i e r t ,  wenn es fur  jeden Punkt .2: nus X und y = f (x)  

dafl sich die Einschrankung von f .ncf U wie 
folgt faktorisieren 1aJt: 
Dnbei ist g eine offe.rLe Einbeftzcng, F ein nor- 

dF 
wiiertes Polynonz aus r ( Y )  [Tlund F' = - 

and ( V [ TI lli')p die  lokal abgescldossene Menge 
D ( F ' )  n V )  von 

Umgebungen U Und V gibt mit f-1 V 2 U ,  f 

\ / 
dT ( V [ T I / F ) F '  

V x SpecZ Spec Z [ T ] .  

Bemerkung 1. Der Morphismus f ist e t a l i e r t  genau d a m ,  wenn er 

( 2 )  unverzweigt, 
(3) lokal von endlicher Darstellung ist (d .  h. X ist lokal gegeben durch 

Y [ T i ,  . 

(1) f lach, 

-, Tnl/(Fi3. .  .) Fm))-  
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K i r  wollen auf den Beweis dieser Bemerliung nicht meiter eingehen, 
da mir sie ini folgenclen nicht henotigen. Jlan I m i n  ihn in [3] iiachlesen. 
E1)enso die 

Benierkuiig 2. Etcr lii i  orph i.siii c ? ~  .si ~1 off e j i .  

Sstz 1. J e d e r  lokrrl p r i . w g t e  Razciii def ix  iert dtiurli d i e  POh-EDLk-Ein- 
be f 1 zcng be2 ii.g 1 i rh t! e r knimz. i ech d e  f i n i e rt en, Etdtopolvg ie eiiw E talgccrbc . 

surjekt iv ist (S, lokal geringte Riiunie), clann 
Beweis.  Esgeniipt offen1)ar zu zeigen: dn13, falls f: S + z' etdiert und 

esakt ist. 
Duzu geniigt es zu zeigen, daB 
( 1 )  das entsprechende Diagrainm der zugrunde liegenden topologischen 

( 2 )  das entsprechende Diagrainni der Strukturgarben exakt ist. 
Man Bann nun (1) analog Zuni Fall cler Schemata beweisen (vgl. [l] 

oder [3]). 
Uin ( 2 )  zu zeigen, iiutzt man die in der Definition gegebene lokale Struktur 

der Etalmorphisiiien RUS. 

IYir wissen, daB S + I' lokal clurch ( l ' [ T ] , ' F ) ,  - Y gegeben ist, dabei 
ist F ein normiertes Polynoin nus T(y)[TJ .and C: = Go F' mit Go E/(E"). 

Wir erhalten somit fur das uns interessierende Diagramm der Struktur- 
garben 

Rbunie und 

'%,, - (f* 0d2, 3 ( ( f c  9)* Oxxl-s)y 

"17,v -+ ('r,u ['I,'F)(G"-,ml-,,nI-,,[T]jF) S3 L ,  
w-ohei L = 

(mit Or, bezeichnen wir mie iil>lich den H d i n  der Strukt'urgmbe im Punkt 9, 
init' ,wz,., das JIasinialideal von Or,  !,). K i r  tensorieren diese Folge nun mit 
der strengen HEsSELisierung A voii OI.,u (cl. h. A ist eine HENsELsche 
lokale treuflachc Or ,  ,-Algebra mit algehraisch abgeschlossenem Rest- 
klassenkorper). Dann ist, C ~ R  iiber A [ TI F in Linearfaktoren zerfallt ( A  ist 
HExsELsch mit nlgebraisch abgeschlossenem Restklassenkorper), 

[Ti . 7'd ' ( F ( T l ) ,  F (T~)))(G(T,~Z.G(T~)"+,,L~',~~~,,[T,T,I) ist 

(A[T] , 'F) , .  7 A x * - x A .  
n'ir erhalten somit die folgende Seciuenz 

A - A  x ;< 9 zL4 x . - - * * *  x A ,  
mial r'mal 

wobei r der Grad voii F ist. 

der Treuflacliheit von A fiber Or, 1/) auch die uns interessierende. 
Nun sieht man sofort', daB diese Folge exakt ist und darnit auch (wegen 
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8atz 2. Seien S und Y lokal geringte Raume, f: X + Y ein Etnlmorphis- 
I I Z Z C S ,  17‘ = f (S). Dann ist Xein Schema genau dnnrb, zuenn I” ein Scherrin id .  

Beweis. Wenn 1’‘ ein Schema ist, folgt aus der Definition des Etal- 
morphismus, daB S ein Schema ist (vgl. lokale Charakterisierung der Etal- 
morphismen !). 

Sei nun S ein Schema. Wir mussen zeigen, daB jeder Punkt y aus I” 
eine affine Unigebung besitzt. Nun konnen wir, da uiisere Frage lokaler 
Natur ist, ohne Beschriinkung der Allgemeinheit annehmen, dsf3 

X == Spec A 

ist uiid S = (Ir[T],iF)c ist, X + Y surjektiv ist uiid G(y)  =i= 0 (Etal- 
morphismen sind ja offen und lokal von dieser Gestalt). Wir haben nun 
eine kanonische Abbildung T( I’) ---f A. Wegen der speziellen Gestalt von 
Spec ,4 (und da wir I’ so klein wahlen konnen, daB T Einheit in 

T ( Y )  [TIIF 

A 7 (m7 [TIP)Q. 

ist und G(y) + 0 ist) erhalten wir wegen der Normiertheit von F 

Dann ist aber h e  kanonische Abbildung r( Y) + A etaliert. Sei D das offene 
Unterscherna von Spec T( Y ) ,  das durch den offenen (etalierten) Morphis- 
mus Spec A ---f Spec T( I’) definiert ist. Wir erhalten das folgende koniinu- 

* Y  
f spec A 

\ I 

tative Diagrainin mit surjektiven Etalmorphis- 

/ 
‘ 0  

men f uiid k.  Es ergibt sich das folgende exakte Diagranim: 

Q 
spec A x Spec A 

Y h 

- - spec A 

s p e c  A xD Spec A - D  

Dabei ist h etaliert, da a und c etdiert sind, und surjektiv, da p surjelitiv 
ist und ( a ,  b )  bzw. (c,  d )  eine etale Aquivalenzrelation bilden. Aus diesem 
1.7* 
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exakten Diagramm erhalten wir, da I' eine Etalgarbe ist, das folgende 
exakte Diagramm : 

 spec A x y  spec A )  

Da h etaliert und surjektiv ist, ist Y(h)  injektiv. Spec A + Y definiert also 
ein kanonisches Element aus Y ( D ) .  das heiBt ein D + lr, das z u p  invers ist. 
Daniit ist der Satz bewiesen. 

2. Die geometrisehe Realisierung 

Aus 1. konnen wir entnehmen, dal3 fiir einen algebraischen Raum X, 
definiert durch die etale Aquiralenzrelation R 2 U ,  X,eine Etalgarbe ist. 
Da aber X der Quotient von R 2 li in der Kategorie der Etalgarbeii ist, 
gibt es einen kanonischen Morphismus X -+ X,. I n  der Arbeit von KNUT- 
sox 121 kann man ein Beispiel finden. in deni dieser kanoiiische Morphismus 
kein Isomorphismus ist ~ ohwohl dort X, eiii Schema ist. 1%- wollen nun 
hier untersurhen. wann X + X, eiii Isomorphismus ist. 

Satz 3. E i n  algeOrciischer Rauni X, def i i t ier t  dtcrch d ie  etale A4qztivnlenz- 
relcttion R I$ /I? i d  Z ~ L  se iner  g e o m t r i s c h e n .  R e a l i s i e r u n g  X, kaiionisch iso- 
itzorpli genau d m ? t .  ire?in der kn?to?iiache Morpliis?ni~s U + X, etaliert ist. 

Iiorollar. Wtnii X z u  X,kan.misch isonzorph ist. ist X c i n  Sclicwin. 
Der Beweis des Korollars folgt RUS Satz 2 .  
B ew e i s vo n S a t  z 3. 11-ir konnen nacli Sat2 2 ohne Beschrankung der 

Allgemeinheit annehmen, dal3 X auch Etalgarbe suf der Kategorie der 
lokal geringten R,auiiie ist (es ist ja nnch Satz 3 die Einschrankung der 
Etaltopologie auf der Kategorie der lokal geringteii RBume auf die Kategorie 
der Schemata, gerade die Etaltopologie auf der Kategorie der Schemata). 
Wenn d a m  X niit seiner geometrischen Realisierung iibereinstimmt, ist 
der kanonische Morphismus C + X, nach Definition des algebraisclien 
Raumes etaliert. 

Wir wollen nun annehmen, daB bT -+ X, etaliert ist. Dann betrachten 
wir das folgende Diagramin 
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(a existiert aus Faserprodukteigenschaften, da X, Quotient von R U ist.) 
Da U 4 X, etaliert ist (und natiirlich surjektiv), ist 

b 
U X x * U Z  u - t x  

C 

exakt, und (b ,  c )  ist eine etale Aquivalenzrelation. AuBerdein ist natiirlich 
nach Definition R =f U eine etale Aquivalenzrelation, somit ist n etaliert. 
Weiterhin ist a surjektiv (das folgt aus der Quotienteneigenschaft voii X*). 
Wir wenden nun auf dns Diagramin X an und erhalten das folgende exalite 
Diagramin : 

X(X*) * x ( u l  

11’ 

Das lianoiiische Element U --f X (aus der Definition des algebraisclieii 
Raumes) hat bei X ( U )  2 X ( R )  bei beiden Abbildungen das gleiche Bild, 
denn X war ja Quotient von R 2 U .  Da nun nach dem Garbenasiom 
X(X,) - X(U) 2 X ( U  xX*  U)exaktistundX(Ux.* U )  -> X(R)injelitiv 
(a  war ja etaliert und surjektiv), hat U --+ X ein Urbild in X(X,). Dieses 
definiert gerade die zur kanonischen Abbildung X --f X, inverse. Daiiiit 
ist der Satz bewiesen. 

Bemerkung. S e i  X e i n  nlgebrnischer Raum, def iniert  d u r c h  d ie  L4quimlenz-  
relation R 2 U ,  d a m  existiert ein. groJter offener U n t e r m u m  W von X mit 
W W,. W e n n  U nornanl u n d  vofa endl iehem T y p  uber e i n e m  Korpcr ist, 
d a n n  ist W charnkterisiert durch  d i e  B e d i n g u n g  Q&,* = 0. 

Der erste Teil der Bemerkung ist k l x ,  da die Menge der Punkte, in 
denen eine Abbildung etaliert ist, offen ist. Zum zweiten Teil uberlegt man 
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sicli nun leicht. wenii Il’ normal und von endlichem Typ iiber einern Korper 
ist, daB dann auch X, iioriiial und r o n  endlicheni Typ iiber einem Korper 
ist (X, ist ja Quotient der Xquivaleiizrelation in der Kategorie der lokal 
geringteii Raume). Die hetrachtete Abbildung ist also in einern Punkt 
etaliert genau dam.  n-enn sie unverzweigt ist, d.  11. genau dann, wenn 
Qkx, = o ist. 

Literatur 

[I] P. GABRIEL, Construction de preschemas puotient, SGS 3, SPRISGER Lecture notes 151. 
[2] D. RSCTSOS, Algebrnic spaces, SPRISGER Lecture notes Kr. 202. 
[3] H. K ~ R K E ,  G. PFISTCR und 11. ROCZE.;, HnbELschc Ringe und algebraishe Geometrie, 

’S’erlag der Wissenscliaften Berlin, erscheint. 




