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Algebraische Geometrie
Teil II: Algebraische Kurven in der
reellen Ebene - Singularitäten

Ilr. Gerhard Pfirter
Dr. Marko Roczen
Sektion Mathematik
der Humboldt-trnlveroität zu Berlln

Die folgenden Betrae,htungen sollen denr
Studium algebraischer Kurven gewidmet
sein. Zum besseren Verständnis be-
se,hränken wir uns dabei auf solche. die
in einer Ebene liegen.

Bekanntlidr kann man eine Kurve mit.
HilJe eines Koordinatensystems besejhrei-
ben. Die Wahl eines derartigen Systems
hat jedodr stets etwas Willkürlidres an
sie,h; dennoe,h werden auch wir zunächst
davon ausgehen. Der Leser wird im Ver-
lauf dieses Artikels erkeunen, wie die
moderne algebraische Geometrie siü ein
Instrumentarium gesihaffen hat, alge-
braische Gebilde audr unabhängig von
I(oordinatensystemen zu beschreiben.

N{it Hilfe eines ebenen kartesiseihen Ko-
ordinatensystems kann man jeden Punkt
der Ebene durch ein reelles Zahlenpaar
(Xo, Yd (seine Koordinaten) umkehrbar
eindeutig charakterisieren. Betradrten
wir nun ein nichtkonstantes Polynom
P : F (X, Y) in t{en Variablen X und
Y. Jeder Nullstelle (Xo, Yil unseres Po-
lynoms ist durch das Koordinatensystem
ein Punkt der Ebene zugeordnet, und
rlie Menge aller dieser Punkte (kurz: die
Nullstellenmenge) bezeie,hnen wir als die
durch P delinierte algebraische Kurve.
Natürlich kann es uns passieren, daß
tliese ,,Kurve" eine leere Menge istl).
etwa fiir das Pollmom I' : I * Xz + Y2.
ln der algebraischen Geometrie verwen-
det man daher meist Koordinateusl--
steme. in denen beliebig komplexe
Werte zugelassen sind; damit können
nach dem F'undamentalsatz der Algebra
solche Fälle nic,ht auftreten. Der An-
ichaulichkeit halber beschränken wir uns
jedodr auf den Bereich der reellen Zah-
len.

Sei nun etwa P : X2 - Y. l)ie Null-
stellenmenge dieses Polynoms ist durch
die Bedingurg F (X, Y) : 0 gegebel.
dies ist äquivalelt mit Y : X2, d. h..
rvir erhalten die Normalparabel (Abb. t).
Eine besondere EigenscJraft dieser Kurve
besteht darin, daß sie überall ,.glatt" ist.
d. h., wir können durch jeden ihrer
Punkte eine eindeutig bestimmte Tan-
gente2)'legen. Nidrt jede Kurve hat diese
Eigense,haft. Es wird sich aber zeigen.
tlaß algehraische Kurven diesbezüglich
stcis nur endlidr viele Äusnahmepunktt'
(sog. singuläre Punkte) haben. Bevor wir

den Begriff ,,glatt" präzisieren, wollen
u'ir einige Gegenbeispiele betrachten3).

B e i s p i e l  0 : P : X 3 - Y 2

Der Punkt (0. 0) ist ei,r" ,,Spitze" de"
durdh P definierten Kurve (Abb.2).

Be i sp ie l  I :  P  :  X3+X2-  Y2

Die Kurve hat im Punkt (0, 0) einen
..Doppelpunkt". In ihm kann man offen-
bar zwei versdriedene Tangenten an die
Kurve legen .(Abb. 3).

B e i s p i e l  2 :  P  :  Y 2 + 2 X 2 - X r

I)er Punkt (0, 0) ist ein Kurvenpunkt.
ohwohl in einer gewissen Umgebung kein
weiterer Punkt der Kurve liegt. Wir be-
zeiünen ihn als ,,Einsiedlerpuukt"
(Abb. 4).

Beispiel 3:
p :  _ X 5 + X 4 + ) , 2 - 2 X z y

ln diesem Fall liegt im Punkt (0,0) eine
..Schnabelspitze" (auch,,Rüd<kehrpunkt"
genannt)  (Abb.5).

Beispie l  4:

P  :  Y a + X 6 - X 5 - 2 X 3 Y 2
lJ ier  t reten zwei  Spi tzen auf  (Abb.6).

r"adr diesen Beispielcn wollen wir klä-
ren. woran man erkennt. ob ein singulä-

rer Punkt vorliegt. Dabei untersuqhen
wir die Gleichuugen der Kurven. Unwe-
sentlich ist, daß iir unseren Beispielen

stets ein singulärer Punkt im Koordina-
tcnursprung lag. ('l 'rifft dies nämlich nicht

zu, so kann man es durdr Verschieben

der Koordinatenachsen stets ereiehen;

l )  LInter einer . . leeren i t lenge" vetsteht man

eine Älenge, die kein Element enthält .

2) Dabei wol len wir  hier unter einer Tangente

jede Grenzlage einer bel iebigen Folge von Se-

kantän versüelren. Diese Aulfassung hat den

Iortei l .  daß wir bei  Punklen, in denen diere

(:renzlago nidl t  eindeut ig best immt ist ,  imrner

rroch von Tangenten sprechen können. Im Gtr

gensatz l r ierzu steht die aus cler Sdrule be-

kannte Auffassung, nur dann von einer Tangeu-

te zu spredren, rveun diese Grenzlage eindeu-

t ig best immt ist .  Es handelt  s idt  l r ier um eine

Defini t ionsfrage; beide Aulfassungen sind gleidr-

heredrt igt .  Für die Uotersuchung von Singu-

lar i täl .etr  ist  t l ie hier verwendete Def ini t ion

hesser geeignet.

il) \\.il weisen <larauj ltin. <laß der Iser die

il Dgeführten Beispiele ud die folgenden Aus-

sagen sehr leidrt selbst überprüfen kaun. Erfor-

rlcrlich ist nu die Kednttris einfachst€r Redren-

regeln ud einiger Grundbegriffe der Differen-

t  ia lrs lr ,nung.

!
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Ahb. 5
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demit können wir es als gegeben anneh-

men.) Zweierlei ist nun bemerkenswert:

1. In dem Polynom F (X,Y) kommt ge-

nau dann kein konstanter Summand
vor, wenn (0. 0) zur durch F definierten
Kurve gehört. Man äöerlegt nämlich
leicht, daß geuau dann F (0, 0) : 0 ist.

2. In allen betradrteten Beispielen fehlen

in den Kurvengleichungen die linearen

Glieder; cl. h. die Glieder der Form

,4X+BY (Ä, B reelle Zahlen).

Diese beiden Feststellungen liefern das

algebraiselbe Kriterium dafür, tlaß der
Punkt (0, 0) singulärer Punkt der durch

F (X, Y) delinierten Kurve ist. P hat

dann also die Gestalt
F (x, Y) : AXz + BXY + CY2

f Terme höherer Ord-
- i nung

G, B, C reelle Zahlen, die zunächst nir:ht

gleichzeitig null sein sollen).

Durch eine geeignete Drehung des Ko-

ordinatensystems um den Punkt (0, 0)

kann man erreichen. daß der Koeflizient

B (bezüglieh der neuen Koordinaten) zu

Null wird. Das Polynom P wird cladurch

zl7

rt (x,Y) : Axz +-CYL
{ Terme höherer Ord-

nung
(mit C * 0)

Nac,h Division von P dure,h C (dies än-

dert die Nullstellenmenge ja nicht) folgt

daraus
F (X,Y) :  LX2 +Y2

{ Terrre höherer Ord-
nung

A
m i t l , :  - .

t

Wir erhalten so folgende i(l".sen t n,t

Singularitäten:

I .  L < A
Hi-er-I(egt ein Doppelpunkt vor (vgl. Bei-
spiel 1).
2 .  L > O
Tn tliesem FalI liegt ein Einsiedlerpunkt
vor (Beispiel 2).

3 .  L : 0
Ilier liegt ein Rückkehrpunkt vor (Bei-
spiel 3).
4. In der Ausgangsgleichung ist Ä :

B : C : 0; in.diesem Fall handelt es
sietr um eine sog, Singularität höherer
Ordnung (Beispiel 4).

Abb. 7

ÄuJ diese Weise hat man eine einfadhe
Einteilung dei Singularitätert gewonnen.

Wir haben gezeigt, wie man die Null-

stellenmenge der Polynorne zweier Ver-

änderlidrer qualitativ untersuchen kann.

Unsere Art des Hörangehens trägt na-

türlicih nur eiuem von vielen Gesidrts-
punkten Reihnung. Ein Beispiel soll zei-

gen, daß auch in der Praxis algebraisc,he

I(urven mit singulären Punkten auftre-

ten können.

Die Lleweguug von Maschinenteilen kann

häufig durch eiue algebraische Kurve

ausgedrückt werden.

Für die Konstruktion einer t\Iaschine ist

es widrtig zu wissen, wie welche Räder.

Hebel und Kopplungsstangen in wele.her

Anordnuug gewählt werdcn müssen. da-

mit ein bestirnmter Puukt, etwa der

Punkt P auf der Kopplungsstange
(Äbb. 7), einen {ür die Herstellung eirres

Erzeugnisses lotwendigen W"g be-

sdrreibt. Das Studium der durch den

Puukt P beschriebenen Kurve ist also

von großem Interesse; diese ist eine al-

gebrais&e Kurve, die sog. Koppelkurve.

Es kann vorkommen, daß eine be-

stimmte Arbeit naeih eiligen Zwischen-

sdhritten an dem Werkstück nochmals

ausgeführt werden muß; d.h.. es wird

nötig, daß sidr die Kurve, die der

Punkt P beschreibt, überschneidet, also

einen Doppelpunkt hat. Derartige'singu-

läre Punkte können demnach tatsäetrlich

auftreten. Ebenso kann es sein, daß ein

Punkt P naü einem ,,Vorlaul" an be-

stimmter Stelle ,,zurüdrkehren" muß, die

Kurve also einen Rüdrkehrpunkt hat.

Das Problem, eine Ubersidrt über alle

möglichen Bahnen des Punktes P zu fin-

den, ist somit keineswegs trivial und die

praktische Bedeutung seiner Lösung of-

fensidrtlidr.

Abb. 4


