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Algebraische Geometrie

Teil II: Algebraische Kurven in der
reellen Ebene — Singularitiiten

Dr. Gerhard Pfister

Dr. Marko Roczen

Sektion Mathematik

der Humboldt-Universitit zu Berlin

Die folgenden Betrachtungen sollen dem
Studium algebraischer Kurven gewidmel
sein. Zum besseren Verstindnis be-
schrinken wir uns dabei auf solche, die
in einer Ebene liegen.

Bekanntlich kann man eine Kurve mit
Hilfe eines Koordinatensystems beschrei-
ben. Die Wahl eines derartigen Systems
hat jedoch stets etwas Willkiirliches an
sich; dennoch werden auch wir zunichst
davon ausgehen. Der Leser wird im Ver-
lauf dieses Artikels erkennen, wie die
moderne algebraische Geometrie sich ein
Instrumentarium geschaffen hat, alge-
braische Gebilde auch unabhingig von
Koordinatensystemen zu beschreiben.

Mit Hilfe eines ebenen kartesischen Ko-
ordinatensystems kann man jeden Punkt
der Ebene durch ein reelles Zahlenpaar
(X, Y,) (seine Koordinaten) umkehrbar
eindeutig charakterisieren. Betrachten
wir nun ein nichtkonstantes Polynom
P = F(X, Y) in den Variablen X und
Y. Jeder Nullstelle {Xj, Yy) unseres Po-
lynoms ist durch das Koordinatensystem
ein Punkt der Ebene zugeordnet, und
die Menge aller dieser Punkte (kurz: die
Nullstellenmenge) bezeichnen wir als die
durch P definierte algebraische Kurve.
Natiirlich kann es uns passieren, daf}
diese ,Kurve* eine leere Menge istf).
etwa fiir das Polynom P = 1 + X2 Y2
In der algebraischen Geometrie verwen-
det man daher meist Koordinatensy-
steme, in denen beliebig komplexe
Werte zugelassen sind; damit kénnen
nach dem Fundamentalsatz der Algebra
solche Fille nicht auftreten. Der An-
schaulichkeit halber beschrinken wir uns
jedoch auf den Bereich der reellen Zah-
len.

Sei nun elwa P = X2—Y. Die Nuli-
stellenmenge dieses Polynoms ist durch
die Bedingung F (X, Y) = 0 gegeben.
dies ist dquivalent mit Y = X2, d.h.
wir erhalten die Normalparabel (Abb. 1).
Eine besondere Eigenschaft dieser Kurve
besteht darin, daf} sie Giberall ,glatt” ist.
d. h,, wir kénnen durch jeden ihrer
Punkte eine eindeutig bestimmte Tan-
gente?) legen. Nicht jede Kurve hat diese
Eigenschaft. Es wird sich aber zeigen.
daB algebraische Kurven diesbeziiglich
steis nur endlich viele Ausnahmepunkte
(sog. singuliire Punkte) haben. Bevor wir
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den Begriff ,glatt” prézisieren, wollen
wir einige Gegenbeispiele betrachten?).

Beispiel 0: P = X3 —Y?

Der Punkt (0. 0) ist eine ;,Spitze“ der
durch P definierten Kurve (Abb. 2).
Beispiel 1: P = X34 X2 —Y?

Die Kurve hat im Punkt (0, 0) einen
.Doppelpunkt”. In ihm kann man offen-
bar zwei verschiedene Tangenten an die

Kurve legen {(Abb. 3).

Beispiel 2: P = Y24 2X?— X3

Der Punkt (0, 0) ist ein Kurvenpunkt.
obwohl in einer gewissen Umgebung kein
weiterer Punkt der Kurve liegt. Wir be-
zeichnen ihn als ,Einsiedlerpunkt

(Abb. 4).

Beispiel 3:
P=—X4X4+Y2I-32X%

In diesem Fall liegt im Punkt (0, 0) eine

.Schnabelspitze* (auch ,Riickkehrpunkt®
genannt) (Abb. 5).

Beispiel 4:
P = Yi4 X6 — X5—2X%Y?2
Hier treten zwei Spitzen auf (Abb. 6).

Nach diesen Beispielen wollen wir kli-
ren, woran man erkennt, ob ein singuli-
rer Punkt vorliegt. Dabei untersuchen
wir die Gleichungen der Kurven. Unwe-
sentlich ist, da in unseren Beispielen
stets ein singulirer Punkt im Koordina-
tenursprung lag. (Trifft dies namlich nicht
zu, so kann man es durch Verschieben
der Koordinatenachsen stets erreichen;

) Unter einer .lecren Menge* versteht man
eine Menge, die kein Element enthilt.

2} Dabei wollen wir hier unter einer Tangente
jede Grenzlage einer beliebigen Folge von Se-
kanten verstehen. Diese Auffassung hat den
Vorteil, daB wir bei Punklen, in denen diese
Grenzlage nicht eindeutig bestimmt ist, immer
noch von Tangenten sprechen konnen. Im Ge-
gensatz hierzu steht die aus der Schule be-
kannte Auffassung, nur dann von einer Tangen-
te zu sprechen, wenn diese Grenzlage eindeu-
tig bestimmt ist. Es handelt sich hier um eine
Definitionsfrage; beide Auffassungen sind gleich-
herechtigt. Fiir die Untersuchung von Singu-
larititen ist die hier verwendete Definition
hesser geeignet.

3 Wir weisen darauf hin, daB der Leser die
angefiihrten Beispiele und die folgenden Aus-
sagen sehr leicht selbst iiberpriifen kann. Erfor-
derlich ist nur die Kenntnis einfachster Rechen-
regeln und einiger Grundbegriffe der Differen-
tialrechnung.
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Abb. 4

Abb. 5

Abb. 6

damit konnen wir es als gegeben anneh-
men.) Zweierlei ist nun bemerkenswert:
i. In dem Polynom F (X, Y) kommt ge-
nau dann kein konstanter Summand
vor, wenn (0, 0) zur durch F definierten
Kurve gehort. Man iiberlegt némlich
leicht, daf# genau dann F (0, 0) = 0 ist.
2. In allen betrachteten Beispielen fehlen
in den Kurvengleichungen die linearen
Glieder; d. h. die Glieder der Form
AX + BY (A, B reelle Zahlen).
Diese beiden Feststellungen liefern das
algebraische Kriterium dafiir, da der
Punkt (0, 0) singulirer Punkt der durch
F (X, Y) definierten Kurve ist. P hat
dann also die Gestalt
F(X,Y) = AX?+ BXY + CY?

+ Terme héherer Ord-

. { nung

(A, B, C reelle Zahlen, die zuniichst nicht
gleichzeitig null sein sollen).

Durch eine geeignete Drehung des Ko-
ordinatensystems um den Punkt (0, 0)
kann man erreichen, dafl der Koeffizient
B (beziiglich der neuen Koordinaten) zu
Null wird. Das Polynom P wird dadurch
zu
F(X,Y) = AX*+CY?

+ Terme héherer Ord-

‘nung

(mit C ¥ 0)
Nach Division von P durch C (dies &n-
dert die Nullstellenmenge ja nicht) folgt
daraus
F(X,Y)=LX2+Y?

-+ Terme héherer Ord-

nung

S |§-N

mit L =

Wir erhalten so folgende Klassen von
Singularitéiten:

1. LSO

Hig;,li/egt ein Doppelpunkt vor (vgl. Bei-
spiel 1).

2. L>0

Tn diesem Fall liegt ein Einsiedlerpunkt
vor (Beispiel 2).

3. L=0

Hier liegt ein Riickkehrpunkt vor (Bei-
spiel 3).

4. In der Ausgangsgleichung ist A =
B = C = 0; in diesem Fall handelt es
sich um eine sog. Singularitit héherer
Ordnung (Beispiel 4).

Abb. 7

Auf diese Weise hat man eine einfache
Einteilung der Singularititen gewonnen.

Wir haben gezeigt, wie man die Null-
stellenmenge der Polynome zweier Ver-
anderlicher qualitativ untersuchen kann.
Unsere Art des Herangehens trigt na-
tiirlich nur einem von vielen Gesichts-
punkten Rechnung. Ein Beispiel soll zei-
gen, daB auch in der Praxis algebraische
Kurven mit singuliren Punkten auftre-
ten kénnen,

Die Bewegung von Maschinenteilen kann
haufig durch eine algebraische Kurve
ausgedriickt werden,

Fiir die Konstruktion einer Maschine ist
es wichtig zu wissen, wie welche Rider.
Hebel und Kopplungsstangen in welcher
Anordnung gewishlt werden miissen, da-
mit ein bestimmter Punkt, etwa der
Punkt P auf der Kopplungsstange
(Abb. 7), einen fiir die Herstellung eines
Erzeugnisses notwendigen Weg be-
schreibt. Das Studium der durch den
Punkt P beschriebenen Kurve ist also
von groBem Interesse; diese ist eine al-
gebraische Kurve, die sog. Koppelkurve.
Es kann vorkommen, daB eine be-
stimmte Arbeit nach einigen Zwischen-
schritten an dem Werkstiick nochmals
ausgefithrt werden muB; d.h., es wird
notig, daB sich die Kurve, die der
Punkt P beschreibt, iiberschneidet, also
einen Doppelpunkt hat. Derartige singu-
lire Punkte kénnen demnach tatséchlich
auftreten. Ebenso kann es sein, daB ein
Punkt P nach einem ,Vorlauf‘ an be-
stimmter Stelle ,zuriickkehren” mu8, die
Kurve also einen Riickkehrpunkt hat.
Das Problem, eine Ubersicht iiber alle
méglichen Bahnen des Punktes P zu fin-
den, ist somit keineswegs trivial und die
praktische Bedeutung seiner Loésung of-
fensichtlich. )




