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II. Lokale Moduln

1. Komplex-analytische Familien

Dieser Abschnitt behandelt die Existenzsitze der klassischen lokalen Theorie der
Deformationen komplex-analytischer Familien komplexer Mannigfaltigkeiten.
Diese Theorie wurde 1958 von Kopama und SPENCER (vgl. [15]) begriindet. Die
wichtigsten Methoden und Resultate dieser Theorie, insbesondere der Existenzsatz
filr komplette Familien im Fall H2(M, @) = 0, werden in den Abschnitten 1.1. bis
1.3. dargelegt. Der allgemeine Existenzsatz fiir komplette Familien (KurRANISHI
1962, [17]; vgl. auch [18] und [19]) wird in 1.4. skizziert. Abschnitt 1.5. beschiftigt
sich mit der Frage, wann der Kuranishi-Raum (vgl. 1.4.) ein lokaler Modulraum ist.
Hier wird im wesentlichen die Hindernistheorie von J. WavrIik (1969, [23]) er-
ldutert. SchlieBlich werden einige zusammenfassende Bemerkungen iiber die vor-
liegenden Resultate und die benutzten Methoden gemacht.

1.1. Komplex-analytische Familien und Deformationen. Beispiele

1.1.1. Definition. Eine komplex-analytische Familie von kompakten komplexen
Mannigfaltigkeiten ist ein Tripel (M, z, B), wobei B ein zusammenhingender kom-
plexer Raum, M eine beliebige komplexe Mannigfaltigkeit und z: M — B eine
surjektive holomorphe Abbildung mit Rang(Jac(n)) = dimc B (% eigentlich) ist.
(Jac(x) ist die Jacobische Matrix von 7.)
Bemerkung. Offenbar sind dann die Fasern M; = n~!(f) kompakte Untermannig-
faltigkeiten von M, und es ist

dimc Mg = dimcM— dich.
Beispiel 1 (Komplexe Tort). Es sei w€ C, Imw > 0; Ty := C/Q, wobei G das
Gitter {mw + n|m,n€ Z} ist. Dann ist {7 | Im w > 0} eine komplex-analytische
Familie.
Ist ndmlich B = {w€ C|Im w > 0}, dann operiert auf Cx B die Gruppe

I'= {gﬂll | (m, n)e Zx Z, Fmn(2, 8) := (mw 4 n 4 2, b)}

von Automorphismen eigentlich unstetig und fixpunktfrei. Daher ist M = Cx B/I’
eine komplexe Mannigfaltigkeit, und die Projektion Cx B-> B induziert eine
holomorphe Abbildung M > B mit Rang(z) = 1 und 2~ {(w) = T,.
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Beispiel 2 (Regelflichen). Vgl. Teil I, Abschnitt 4.2.

1.1.2. Satz (EHRESMANN 1947). Ist {M | t€ B} eine komplex-analytische Familie und
ist B glatt, so 1t M — B eine C>-lokal-triviale Faserung.

Der Beweis ist allgemein bekannt und z. B. in [14] zu finden. Der Beweis ist vollig
analog zu dem analytischen Analogon (Teil I, Abschnitt 3.3., Anwendung 2), da
sich C*°-Vektorfelder stets liften lassen.

Dieser Satz 1aBt sich bei beliebiger Parametermannigfaltigkeit B wie folgt verall-
gemeinern:

Ist M eine kompakte, komplexe Mannigfaltigkeit und ¥ eine kompakte C>>-Mannig-
faltigkeit, so ist Diff"(V, M) = Menge aller C"-Diffeomorphismen f: V — M (r = 1)
eine Banach-komplexe Mannigfaltigkeit.

Ist My M, (2): My— Cr,s=1, ..., k, ein Atlas von M, ist Vi< Vi f~1M; eine
offene Uberdeckung von V, V¢ kompakt, so ist W = {g€ Diff"(V, M) | g(Vs) = My}
eine Umgebung von f, und durch g — ((2¢) © g) erhilt man eine Einbettung von W
auf einen komplexen Unterraum des Banachraumes C¢)(P, O%) X -+ X C( Py, C)
(mit der ,,r-Jet-Norm** versehen).

Offensichtlich ist der Tangentialraum in f an Diff"(V, M) gleich '™V, V X Tnm)
(V X Ty mittels f: V — M gebildet, I bezeichnet den Banachraum der Schnitte

der Klasse C" eines Vektorbiindels, T 5 M sei das reelle Tangentialbiindel an M).
Fixiert man auf M eine Riemannsche Metrik, so gibt es eine Umgebung N des Null-
schnittes und eine C*°-Abbildung e: N — M, so daBl e(£) fiir einen Tangential-
vektor & aus M der Punkt auf der Geoditischen durch den FuBpunkt 7(£) von & und
mit der Anfangsrichtung & ist, der dem Parameter der Bogenlinge 1 entspricht,
derart daB N — M X M mit & — (z(£), e(§)) eine offene Einbettung ist.

Wihlt man N hinreichend klein und betrachtet man die Menge U derjenigen Schnitte
aus I'"V, V Xy Tu), die den Abbildungen

8:V——-———>NCTM

M

entsprechen, so erhilt man durch die Zuordnung 8 —> e 0 8 einen Isomorphismus
von U auf eine Umgebung von f in Diff®")(V, M). Diese Konstruktion 18t sich auch
im Fall einer Familie von glatten Mannigfaltigkeiten durchfiihren:

Ist p: M — B ein glatter eigentlicher Morphismus komplexer Rdume und ¥ eine
kompakte C>>-Mannigfaltigkeit,

Ditf™(V, M | B)= {f | f C")-Diffeomorphismus von V auf eine Faser von p},
so gilt
1.1.3. Satz. Diff™(V, M | B) st etn Banach-komplexer Raum, und die kanmonische
Projektion Diff™\(V, M | B) — B 1st ein glatter Morphismus. Der Tangentialraum an
J€ Diffe\V, M | B) ist Ty Diff®(V, M | B) = I'"NV, V X Tas;5), wobei Typ das
Biindel lings der Faser ist.
Ist also f, ein r-Diffeomorphismus von V auf die Faser Mj, so gibt es nach dem Satz
liber implizite Funktionen in einer Umgebung U von'b in B einen Schnitt f von
DiffeV, M | B) — B, t+> f;; daher ist UX V — M | U, (, )+> fy(x), eine Tri-
vialisierung von M | U, die auf den Fasern ein r-Diffeomorphismus ist.
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Der folgende Satz ist 1965 von GRAUERT und FI1scHER bewiesen worden und im
gewissen Sinne analog zu 1.1.3.:

1.1.4. Satz. Ist M = Bein glatter und exgentlicher Morphismus komplexer Riume uM

&ind alle Fasern M, isomorph zu einer komplexen Mannigfaltigkeit V, so ist M 5B
analytisch lokal trivial.

Wir wollen diesen Satz nur fiir den Fall beweisen, daB es einen B-flachen komplexen
Raum I — B und einen I-Isomorphismus VX I = M X g I gibt, der den Funktor
Isomp(V x B, M) reprisentiert, welcher jedem B’ — B die Menge aller B’-Iso-
morphismen VX B' S M X g B’ zuordnet.

Dies ist z. B. fiir projektive Mannigfaltigkeiten immer der Fall, da der Funktor dann
durch ein Unterschema des Hilbertschemas von M X p M repriisentiert wird (vgl.
Teil I, Abschnitt 2.).

Die Fasern von I — B sind nach Voraussetzung nicht leer und daher isomorph zu
Aut(V) := Automorphismengruppe von V; also ist I — B glatt, und der Satz iiber
implizite Funktionen liefert zu jedem Punkt b€ B eine Umgebung U und einen
U-Isomorphismus VX U= M | U.

Beispiel 3 (Hopfsche Flichen). Es sei X eine zweidimensionale kompakte komplexe
Mannigfaltigkeit mit W = C2 — {(0, 0)} als universeller Uberlagerung. Dann heift X
Hopfsche Fliche.

Essei0 < |a| < 1,t€ C, g: W — W der Automorphismus
(zb 23) g (azl + ‘z2» “22)

und Gy = {g™ | mE Z}. G; operiert eigentlich unstetig und fixpunktfrei auf W, d. h.,
M, = W/G, ist eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit.

1.1.56. Satz. {M;|t€ C} 1st eine komplex-analytische Familie.
Beweisidee. Auf CX W operiert die Gruppe I' = {y™ | m€ Z} mit

t 1 00 t
yzi=0at0(zi
2y 0 0 af \zf

eigentlich unstetig und fixpunktfrei. Daher ist M = CX W/I" eine komplexe

Mannigfaltigkeit, und M 29, 0 ist eine komplex-analytische Familie. Offenbar ist
proj~i(t) = My, q.e. d.

1.2. Infinitesimale Deformationen

Alle Mannigfaltigkeiten einer komplex-analytischen Familie sind nach 1.1.2. -
diffeomorph; bei einer Deformation wird also die komplexe Struktur geéindert. Ist V
die zugrunde liegende C°>-Mannigfaltigkeit einer komplexen Mannigfaltigkeit M,
8o wird die komplexe Struktur durch einen Endomorphismus

C'o: Ty-o Ty, O%: -—-idgrv,

beschrieben, und jeder solche Endomorphismus (fast-komplexe Struktur) ist mog-
licher Kandidat fiir eine komplexe Struktur. Wir betrachten nur solche Endo-
morphismen C, fir die idp, — CoC, iiberall umkehrbar ist. Setzen wir
F=(Gd—CoQC), F'=(d+4CoQC), so git FoCy=CoF, F'oC,
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= —Co F”, und folglich ist ¢: = F'~10 F" ein Endomorphismus von Ty mit

q)000=—'000¢. (1)
Identifizieren wir nun noch Ty mit dem komplex-analytischen Tangentialbiindel T
(—52— —> ;;—, 5%—» —_ iga- , wobei z, = &, -} vy, komplex-analytische Koordinaten sind) ,
so ist @ also eine (0, 1)-Form auf M mit Werten in Ty, d. h. @ € ') M, A% R Oyy).
Ist umgekehrt ¢ eine solche (0, 1)-Form und idr, — ¢ iiberall umkehrbar, so wird
durch

C=Cyo (id — @) to (id + ¢) (2)

eine fast-komplexe Struktur mit der zugehdrigen Form ¢ definiert. Dabei entspricht
Cy der 0-Form.

1.2.1. Theorem (NEWLANDER-NIRENBERG [21]). Ist die fast-komplexe Struktur C auf
V durch die (0,1)-Form @€ I'“YM, A% ® Op) definiert, so st C genau dann
integrierbar, wenn

-~ 1
U — 5 lp, 9]l =0

18t. Die holomorphen Funktionen f beziiglich der durch C definierten komplexen Struktur
sind diejenigen C°°-Funktionen, die der Differentialgleichung

of—ogf=0
geniigen.
Wir wollen dieses Theorem hier nicht beweisen. Fiir den reell-analytischen Fall ist
der Beweis eine einfache Anwendung des Satzes von FROBENIUS, fiir den differenzier-
baren Fall ist der Beweis jedoch erheblich schwieriger. In der Integrabilitdtsbedin-
gung ist das Klammerprodukt fiir ¢ € I'}(M, 497 ® Op), yE€ XM, AR Oypr)
wie folgt definiert:
Ist in komplexen Koordinaten z;, ..., 2, ausgedriickt

Q= %déﬁ A'"Adéjp .5.11]2...11,:

= %dﬁkj ASERVAN dqu * ﬂklkz...kq)
80 ist _
[¢’ 'I’] =(f§k)dén Ao A dsz/\ dzki AN dqu [511.. -Jp? nbl...kq] ’

wobei in der Summe die gewéhnlichen Lie-Klammern fiir Funktionen vorkommen,

Fiir eine komplex-analytische Familie M 5 B erhdlt man also fiir jedes nahe bei
einem ausgezeichneten Basispunkt O von B gelegene ¢ und einen Diffeomorphismus
M; = M, eine (0, 1)-Vektorform ¢(¢) auf M,. Wir wollen diese Form direkt be-
schreiben und den Zusammenhang mit der Kodaira-Spencer-Abbildung angeben.
Die Kodaira-Spencer-Abbildung (vgl. Teil I, Abschnitt 3.3.) laBt sich wie folgt
beschreiben :

Lokal auf M liaBt sich jedes holomorphe Vektorfeld @ auf B holomorph auf M
liften, d. h., es gibt eine offene Uberdeckung Uy, ... ,Ux von M und holomorphe
Vektorfelder @ auf Uy, 1= 1,..., k, die Liftungen von & sind. Dann gilt auf
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Uy= UN Uy, daB Oy — ;= By aus Oy p(Uy) ist (wegen der exakten Folge
0 — Opp — Oy — p*Op), und offensichtlich ist @ ein 1-Kozyklus, dessen Ein-
schrinkung auf M, die Klasse o,(©(t)) reprisentiert.
Ist beispielsweise

B={t=(t1,---,fm)€ Cm’ |td <8}
und (Uy, (&6, 0)), Lo = (&}, .. E0), i =1, ..., N, ein Atlas auf M, so daB

G = fu(Cs ) = (Fiy(Cs, 1))

auf Uyn Uy ist, soist Oy = —‘2— auf U; eine Liftung von g-:— auf B, und auf Uy N U; gilt

n oft o

— Yol LS o_s¥ud 0
GJ -—EZ‘@AC}) ac;' + lzie'(tl) ot = <o, 3C’;’ -+ aty’

d. h., o (-;E-) wird durch den Kozyklus @y — @; = @y repriisentiert.
Es sei {M, | t€ B} eine komplex-analytische Familie und B, (U, (¢, t)), und f; seien
wie oben definiert. Die angekiindigte Beschreibung der komplexen Struktur von M;
durch eine (0, 1)-Form ¢(t) auf M, die holomorph von ¢ abhiingt, wird durch folgenden
Satz geliefert :

1.2.2. Theorem. Es sei M > B eine komplex-analytische Familie. Dann existiert eine
Familie g(t) von (0, 1)- Vektorformen auf My, die holomorph von t abhingt, mit folgenden
Egenschaften:

M Bl —5lpel=0,

(2) (0)=0,

2\ _ _ o)
® o (5,—)— 20 .
Beweisskizze.

1. Konstruktion von ¢(t): Es sei ¢t =0, und (2, ..., 2s) seien Koordinaten auf
M = M,. j(z, 0) sind ebenfalls Koordinaten auf M, holomorph in z. Daher ist die

Matrix g—z—g—;) umkehrbar fiir |¢| < e.

A
Es sei (4},) die inverse Matrix.
Definition:

:t - Y
}(t) =pr § H a—%%—) iz =2 A}, 5z, t)E A%,

Diese Definition hingt nicht von der Wahl der Karten U; und der Koordinaten z ab.
Daher ist durch

0
== "t —_—
@) 42 AUk .
eine (0, 1)-Vektorform auf M definiert.
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Nach Definition von (4},) ist

290 - a6 0 = ¥z, 0,
d. h.

@— 2¢O ) e o =0. ‘ (*)
1.2.3. Lemma. Die komplexe Struktur auf M wird durch (t) bestimmi, d. h., eine
C>-Funktion | auf M; ist genau dann holomorph, wenn

@— Zoma)n=0
8t.

Beweis. Die Implikation (=) ist wegen () sofort klar.
(<) Aus

@—;wwwm=o

folgt sofort wegen ()
d =

> 90— Zekwa) G=o.

v OCF i
Da {j(z, 0) holomorph in z ist, folgt ¢(0) =0 (d. h. (2)) u_nd daraus, weil die {¥ Ko-
ordinaten sind, die Umkehrbarkeit von (7, — @%(t) 0:) T fiir Kleine .
Dabher ist a—_i = 0, also f holomorph.

oF
Die Eigenschaft (1) in 1.2.2. ist nun weiter nichts als die gewdhnliche Integrabilitéts-
bedingung, die wegen des Lemmas erfiillt ist. (3) folgt durch explizite Berechnung

von g, (5‘2—) iiber den Dolbeault-Isomorphismus.

1.3. Existenz semiuniverseller Familien I

Wir geben nun das Existenztheorem von KopAIRA-NIRENBERG-SPENCER (1958, [15])
fiir semiuniverselle Familien an.

1.3.1. Theorem. Es sei M eine kompakte komplexe Mannigfaltigheit und HAM,0)=0.
Dann existiert eine komplez-analytische Familie M > B, B = {t€ O™ ||| < ¢},
mat :

) My= M (wobei allgemein M, = n1(t) ist),

(2) % (a%) = — 9’ fiir eine feste Basis 1, ..., ™ von H\(M, O).

Bemerkung. Die Semiuniversalitit der Familie .4 — B folgt sofort aus (2) und
dem folgenden Theorem.

1.3.2. Theorem (KopamRa-SPENCER 1958, vgl. [16], [14]). Es sei {M, | t€ B} eine
komplex-analytische Familie, t,€ B. Ist dann 0:, surjektiv, so st die Familie semi-
universell in &,

6 Beitrige zur Algebra 5
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Wir verzichten hier auf den Beweis und verweisen auf die angegebene Literatur.
Wir geben nun eine Beweisskizze von Satz 1.3.1. an:
1. Konstruktion einer (0,1)-Vektorform qo(t) auf M, die holomorph von ¢

abhiingt und fiir die 5q>(t) —_ —;— [(t), p(t)] = 0, p(0) = O und 3?;‘(') c-o= 7” gilt.

2. Daraus folgt unter Benutzung des Theorems von NEWLANDER-NIRENBERG
(1957, [21]):

a) @(t) bestimmt eine komplexe Struktur M; auf M.

b) {M, | t€ B} ist eine komplex-analytische Familie.

¢) {M;|t€ B} ist semiuniversell in 0.

Zu 1. Mittels einer hermiteschen Metrik {g.s} wird durch

(wy)=/1 ZW A (x9P)
ein Skalarprodukt a.uf P = 'Y M, A% @ Op) definiert. Dabei ist
0 0
= LI = i q
p=29"5, v=IZV Ll
x: DA%, (=) 4""-? die durch die metrische Form w mittels

Z (9, 9)E) = 92) A (+ $)@)
definierte lineare Abbildung.

Es sei ¢ der zu  adjungierte, d. h. der durch (3p, y) = (g, ?y) definierte Operator,

O=#é -+ 99 der Laplace-Operator, 7 = {p € £2, (] ¢ = 0} =~ HY(M,O)der Raum
der harmonischen (0, ¢)-Formen.

Fiir gilt £¢ das klassische

Zerlegungstheorem.

(1) fe=J00@ L.

2) Jedes p € X7 hat eine eindeutige Darstellung
p=n+ 0Oy mit n€EH? und € (H9):.

Wir schreiben 9 = H(p), p = G(¢) (H : = harmonischer Operator, G: = Green-
Operator.)

Wir konstruieren ¢(¢) als formale Potenzreihe
o) = 2 pu),
u=1
Pult) = 2 Py vy t;‘ “um

7R ZEXEY W m
welche fiir kleine ¢ konvergiert. Es sei 51, ..., ™ eine Basis von H{(M, ©). Wir setzen
n
@1(t) = Z‘n’t. und betrachten die Differentialgleichung

?6) = 940) + 5 PGTp(H, p(O).
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Diese hat eine formale Losung

Pt) = E Pult)
#=1
mit

| .
Pult) =k21 3 OGlpr, pux] fir u=2.

Lemma 1. ¢(t) konvergiert fiir kleine t.

Der Beweis benutzt Eigenschaften der sogenannten Héldernorm |jp(t)|jg+. fiir
k€ Z,0< a < 1 (vgl. [14]). Es ist ndmlich

le@ll < 14@)]
fiir eine gewisse konvergente Reihe A(t) (vgl. [14]).
Lemma 2. Fiir die Reihe @(t) gelt

50— 5 [p0, p] = 0

genau dann, wenn

_ Hlp@), p)] = 0
18t.

Beweis. (=) folgt sofort wegen H? = 0. () Fir p(t) = 6<p(t) —_—= [¢p(t), o)) gilt
p(t) = ——0G[w(t), (t)] und daher die Abschétzung
ly@lle+e < C - ll@@lle+e * @@+
fiir (2) == 0, p(t) == 0. Daher muB p(t) = 0 sein.
Bemerkung. Wegen der Voraussetzung H2(M, @)=~ J€2 = 0 ist also

- 1

op(t) — 2 [p), ()] =0,
d. h., nach dem Theorem von NEWLANDER-NIRENBERG (vgl. [21]) bestimmt ¢(f)
eine komplexe Struktur M; auf M.

Lemma 3. Die Familie {M; | t€ B}, B Konvergenzbereich von @(t), ist eine komplex-
analytische Famalie.

Beweis. Die Familie ¢(¢) definiert eine (0, 1)-Vektorform auf M X B: ¢(z, t)=¢(t)(2).
Dann gilt

5¢—-1—[<p,q;]=0 auf M X B,

d. h., p induziert. eine komplexe Struktur M auf M X B, und die Projektion
WREN .

M il
ist holomorph vom Rang m. Weiterhin gilt z~1(t) = M, und

off)= ().~ (). -

Daher ist gy surjektiv (sogar ein Isomorphismus!), und nach Theorem 1.3.2 ist

M > B semiuniversell in 0, q. e. d.
(1]
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1.4. Existenz semiuniverseller Familien II

Wir wollen nun einen zum vorigen Teil analogen Satz ohne die Einschriinkung
HXM,0) =0 beweisen. Aus dem vorigen Teil wissen wir, daB eine konvergente
Potenzreihe ¢(t) existiert, die der Gleichung

90 = () + 3 961p(0, (0]

"
geniigt, wobei ¢(t) = 3 %", und nt,...,n™ Basis von HY(M,O) ist. Dieses (t)
vl

definiert eine komplexe Struktur genau dann, wenn
= 1
opt) — 5 [p). p()] = 0

ist. Das ist genau dann der Fall, wenn H[gp(t), p(t)] = 0 ist. Es sei {f1,A=1,...,}
eine Orthonormalbasis von H2(M, @); dann ist

Hip), 9] = 3 (9. 90). 53 - b

(wobei ( , )dasinnere Produkt in H2ist). Daher ist H[gp(t), ()] = 0 genau dann,
wenn

b‘(t) = ([¢(t)a ‘P(t)], ﬂl) =0
ist fiir A= 1, ..., ». Nun ist b;(¢) holomorph in ¢ und ,(0) = 0.

Es sei
B={t||t| <& bit)=0,A=1,...,%}

(e so klein, daB die bs(t) konvergieren). Wenn dann ¢ aus der analytischen Menge B
ist, erfiillt ¢(t) die Integrabilitétsbedingung. B wird der Basisraum unserer zu kon-
struierenden semiuniversellen Familie.

Fiir die weiteren Betrachtungen bendtigen wir die sogenannte Sobolev-Norm. Es
sei U c R* eine offene Teilmenge, f, g komplexe C>°-Funktionen, auf U definiert,
k eine natiirliche Zahl,

(o= 2 [Df(x)- Dg(x) dx
lalsk U

mit o« = (g, ..., Xn),
. o\ o\™ —_—
D =(m) (o) > W=V
Fiir diese Norm gilt das klassische

14.1. Sobolev-Lemma. Es set V eine offene relativ kompakte Teilmenge von U.
Dann gibt es esne Konstante c, so dap fir alle x€V

|D*f(@)| = ¢ - [Ale+1el
18, falls nur k > n/2 1st. ¢ hingt nur von k, ||, V und U ab.

Aus dem Lemma kann man leicht folgern: Es gibt eine Konstante ¢, so daB fiir
kz=zn+4 2
IVf - glle = cllfile - liglle
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Nun ist es nicht schwer, (mit der Zerlegung der Einheit) die Norm auf ¥7 aus-
zudehnen. Man kann zeigen: Fiir k = 2 dimcM + 2 gilt

(1) llw, vlik < cillpllk.s * llwlle,s
(2) |Hollx < crliglle,
3) 190Gk < crllpllc—y

mit einer nur von der Norm abhiingigen Konstanten cx.
Wir wollen nun folgendes beweisen: Es set y eine beliebige Vektorform aus £1 mat

= 1

p—5lyyl=0 und dp=0.
Wenn dann ||l gentigend klein ist (k> 0), dann existiert ein t mit @(t) = y.
Beweis. Es ist oy — % [, v] = 0. Da [0 = #3 + ¢ und dy = 0 ist, ist (Jp= Doy

und somit,

1
Oy=g5 3. vl
Andererseits ist
y=Hy+ OGy=Hy+ GOy
und damit
1
y— Hy=G0Oy =5 Gy, y].

Ist 9 := Hy, dann ist

1
y=mn+ 5 3Gy, y].
Wenn nun |ly||x klein ist, ist, |5]l klein (wegen ||[Hy|lx < cx * |lpll), und damit ist 5 = #(¢)

fiir ein ¢ mit |t| < ¢ (denn es ist 5(t) = D, ’t,, n” Basis von H{(M, 6)).
Wir haben also auBer ¢(¢) noch eine Losung unserer Ausgangsgleichung

1
¥ =n() + 5 9Gly, y].
Es sei nun v = ¢(t) — y. Wir wollen zeigen, daB 7 = 0 ist. Zuniichst ist klar, daB

llelle geniigend klein ist (fzll < Iplle + 2@l ()il ist in der Umgebung von 0
geniigend klein). Nun ist

* = 5 9619, 9] — 3 96Ty, 9],
also

v = 2 96(ly, <]+ [r, 7))
Daraus folgt

lIelle < D2yl - llelle + llellF) -
Da |ly|lx geniigend klein ist, 1aBt sich diese Ungleichung nur erfiillen, wenn |z|jy = 0
ist.
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Nun wollen wir uns dem allgemeinen Fall zuwenden, d. h., € ¥! ist gegeben mit

[l <eund5w—-;-[w,v]=0,aberW¢0.

Wir wollen diesen Fall zuriickfiihren auf den vorigen. Es sei f: M — M ein beliebiger
Diffeomorphismus, dessen Werte dicht bei den Werten der identischen Abbildung
liegen und dessen Werte der ersten Ableitung dicht bei den Werten der identischen
Abbildung liegen. Wir wollen Bedingungen finden, fiir die y durch f aus g(¢) fiir ein ¢
induziert wird.
Es sei {U;, {}(z)} eine holomorphe Karte fiir My, d. h.

- ”

o%%(z) =pzicpﬁ(z) - 9pC*(2). (0)
Es sei {U;} eine Uberdeckung von M mit f(u;) S U;. Wird y durch f aus ¢ induziert

(f: M, — M,), d.h., sind £;(f(z)) holomorphe Koordinaten auf U; beziiglich ¢, so
haben wir die Differentialgleichung

@ (@) = 297 0L (f(2)- (1)
Fiir die obige Gleichung (0) kénnen wir lokal auch

K N 4 C))

3245 (2) -—Bz:i yi(2 P (2)
schreiben. Wenn wir (1) und (2) zusammensetzen, erhalten wir

T L@+ T = 2o g @ + Tetol).

Nun ist nach Voraussetzung |ly|lx klein genug: Dann ist aber (%Z;;) umkehrbar.
Damit erhalten wir

5 + Zyidl= T @f + Zvi of). ®)
Da |yl klein genug ist, ist auch (6.,[5 + ;wg d,f*) umkehrbar. Daraus erkennen wir,

daB ¢ eindeutig durch (3) gegeben ist. Wir schreiben dafiir auch y o f = ¢.

Die Reduktion des allgemeinen Falls auf den Fall $y = 0 fithren wir nun so durch,
daB wir fiir gegebenes y ein f konstruieren mit $(y o f) = 0.

Diese Konstruktion fithren wir in zwei Schritten.

(1) Wir geben eine kanonische Konstruktion an, die jedem Vektorfeld £ auf M
einen Diffeomorphismus f¢: M — M zuordnet.

(2) Fiir gegebenes yp existiert ein Vektorfeld & mit (y o f¢) = 0.
Zu (1). Wir fixieren eine hermitesche Metrik (g,5) auf M. Mit Hilfe der Christoffel-
symbole
- (0gsz
=27 (7%
definieren wir fiir ein Vektorfeld u(z) = 2 u%(2) 5;97 die kovarianten Ableitungen

ou*
oz4°

vl"':"%‘F §I}pup, 61%‘——"
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Ist z(t) eine Kurve lings der u(z) definiert ist, dann definieren wir

- T (7)
vg u‘(z(t)) = ; v‘ dzl(t) + ; vl dz (t)

dz (t)

= —u‘(z(t))+ § Tia(=(t) wP(z(t)).
Die Geodétischen von M sind dann durch die Gle)chung

dz*(t)\
V,( dt )—0’

d2(t) d? =
ot 2 Tip(2(0)) - dt = =0 @)

gegeben. Es sei z“(t) = 2%(t, 29, {) die Losung von (4) mit

O =5, =)=t

d. h.

Aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssiatzen fiir gew6hnliche Differentialgleichungen
erhélt man

(1) za(t9 Zo, C)e Cw in (t, Zo, C) ’
(2) 2*(kt, 29, §) = 2*(¢, 29, kL)
Wir setzen nun

f‘(zo; C) = za(l, 20, C)'
Dann ist f€ C°° in 2, {; und es ist

fa(zOy tC) = 2%(¢, 2o, C)'
Daraus ergibt sich

Ztnd=3(rdk

und damit fiir ¢ = 0

/a

o o )+ B L "' - o, )

r=Gon=3[rheo+ Lol
Daraus folgt
of* . a,z
f*(z, 0) = 2§, a_cﬁ(z"’o)=d"’ P (29, 0) = 0.

Jetzt konnen wir die Taylorsche Formel von f a.ngeben.
f*(z0, &) = 2§ + {* + o (|C1?) (5)
(dabei ist o(|Z|2) durch M|{|? beschrinkt fiir M > 0, || geniigend klein).

Nun sei { = Z C‘(z) - ein Vektorfeld auf M. Wir definieren den Diffeomorphismus
feoM—-M durch 2> /‘(z, ¢ (2)). Aus der Gleichung (5) erhalten wir
file) = 2* 4 () + o(I(2)/2). )
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Nun wollen wir ¢ = pof; berechnen. Dazu benutzen wir die Gleichung (3). Zur
Abkiirzung von (8) schreiben wir

fr=2 404
Damit erhalten wir

3 + & + I yilh) (@2 + 3+ 5
= 210+ 00+ 00+ o) @F + 879

Nach der letzten Bemerkung ist die Matrix [...] umkehrbar. Wenn wir mit der
Inversen multiplizieren, erhalten wir .

¢ =7+ Zif) dP + - = &7+ Tohlfe) &2 + Ry, 0),
also

yof=¢=&+y+ Ry Q)

mit R(ty, t{) = t2R1(y, {, ¢t) fiir t€ R; R, R'C C* in yj(2), {*(2), ...

Nun sei H'S A9 der Raum der holomorphen Vektorfelder auf M, FO sei das ortho-
gonale Komplement beziiglich ( , ) von HO Wir geben jetzt A° und A! die
I |le-Topologie und beweisen:

Es existieren Umgebungen U und V in A1 (bzw. AY), so dap fiir beliebiges p € U genau
ein § = {(p) in V existiert mit

Hyof)=0 ®)
Beweis. Nach (7) gilt
yofr=0+ v+ Ry, ).
Damit ist (8) erfiillt fiir ein { genau dann, wenn
0=1>02 + dp+ OR(yp, L) ist.
Fiir (€ FY ist nun ,
{=H+DO0&=H +GoOl=H+Gd&L
(denn 9¢ = 0!).

Naun ist fiir £ € FO nach Definition ¢ | H° und damit H; = 0 und somit ¢ = G§ &.
Die Gleichung (8) ist also genau dann erfiillt, wenn

{+ Gdy+ GOR(y, ) =0,
d. h. ‘

¢ = —Gdy — GOR(y, 1)

ist. Wir haben also gesehen:
Ein { € FY zu finden mit #(y 0 f;) = 0 ist gleichbedeutend damit, ein { zu finden mit

¢ = Goy+ GORW,{) = 0. ©)

Nun wihlen wir Umgebungen U,, V, so daB R auf U;X V, definiert ist. Damit
haben wir eine Abbildung h: U; X V; — F,,
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Man iiberlegt sich sofort, da8 h beziiglich der || [|-Topologie gleichméBig stetig ist.
Damit konnen wir k zu einer Abbildung 4 (eindeutig) auf die AbschlieBung F? von F0

ausdehnen. Nun ist% : 7o _, Fo die Identitét. Wir kénnen also den Satz iiber
(0,0)

implizite Funktionen anwenden und erhalten in einer kleinen Umgebung des Ur-
sprungs von A! (AbschlieBung von A1) eine C*°-Funktion g, so daf

£+ Géy + GIR(p,{) =0

erfiillt ist, genau dann, wenn { = g(y) ist.

Man iiberlegt sich durch die Untersuchung der Differentialgleichung zweiter Ordnung
vom elliptischen Typ [+ & +9R(y, )=0, daB (€ FO ist. Damit haben wir
unser Problem gelost und folgenden Satz bewiesen:

1.4.2. Theorem (KURANISHI). a) Es set M eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit,
{n"} eine Basis von HY(M, O), p(t) eine Losung von

1
¢m=gpm+§wm¢m

und B = {t| Hlp(t), p(t)] = 0} = {t€ C||t| < eund by(t) =0 fir A=1,...,7}.
Dann induziert p(t) fiir jedes t aus der analytischen Menge B eine komplexe Strukiur M,
auf M.

b) Es sei y eine beliebige Vektorform aus 1 mit

%—%mw=m

Dann definiert p eine komplexe Struktur M, auf M. Wenn ||l geniigend klein ist, dann
existiert genau ein € FO mat

yofe=e¢(t) firent € B,
womit M, zu M, biholomorph dquivalent st.

Von GRrRAUERT wurde eine andere Methode entwickelt, um die Existenz semiuni-
verseller Deformationen nachzuweisen. Diese besteht darin, geeignete Uberdeckungen
zu betrachten und die Verheftungsbedingungen zu deformieren sowie die eventuell
vorhandenen Singularititen. Damit kann folgendes Theorem gezeigt werden
(GrAUERT, DoUuADY).

1.4.3. Theorem. Jede kompakte komplexe Mannigfaltigheit besitzt eine semiuniverselle
Deformation, die in allen Punkten des Parameterraumes noch vollstindig st.

1.5. Existenz von lokalen Modulriumen kompakter komplex-analytischer
Mannigfaltigkeiten

Problemstellung: Wir betrachten , Keime“ von Familien kompakter komplex-
analytischer Mannigfaltigkeiten (siehe 1.1.), d. h., wir identifizieren zwei Familien

M 5 B und M’ S B mit demselben Parameterraum, wenn ihre Einschrinkungen
auf irgendeine Umgebung des Basispunktes o€ B isomorph sind.

Es sei M eine feste kompakte komplexe Mannigfaltigkeit und M 2 Beine in o€ B
universelle Familie mit My = M, so daB fiir jede Familie N — B’ mit Ny = M der

wegen der Universalitit von M 2 B existierende Morphismus f: (B’, 0) — (B, 0)
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eindeutig bestimmt ist. Dann heiBt M - B eine modulare Familie und (B, 0) ein
lokaler Modulraum fiir M.

Die Probleme sind nun die folgenden:
1. Welche Riaume (B, o) kommen als lokale Modulrdume in Frage?
2. Man gebe ein Kriterium fiir die Eixistenz eines Modulraumes an!

Das erste Problem wird durch folgenden einfachen Satz gelost :

1.5.1. Theorem. Is¢t M — B eine analytische Familie komplexer Riume, die in

o€ B semiuniversell ist, M’ — B’ eine solche, die in o'€ B’ versell ist, und M (,‘z M~ M,,
80 gibt es Morphismen von Raumkeimen

(B',0) 5 (B' o) > (B, 0)

und mit i und 1 vertrigliche Isomorphismen n*M = M Xpg B ~ M’ (iiber einer
Umgebung von 0'), 0*M' = M'Xp B~ M (iiber einer Umgebung von o), so daf
7o o= id 1, und wenn M — B universell ist, ist (B, 0')~ (B, 0)X (C", 0) iiber
(B, 0) ((C", 0) bezeichnet den Raumkeim von C* vm Nullpunkt).

Insbesondere ist also die Kuranishi-Familie M — B einer kompakten komplexen
Mannigfaltigkeit universell, falls es iiberhaupt eine universelle Deformation von M
gibt.

Beweis. Wegen der Semiuniversalitit bzw. Versalitit gibt es Abbildungen
(B', 0) > (B, o) 1A (B, 0), so daB «*M ~ M’, B*M’ ~ M (vertriglich mit 7 und ')
ist, also ist y = & 0 §: (B, 0) — (B, 0) eine Abbildung mit y*M ~ M (vertriglich
mit 7) und daher die Tangentialabbildung T'y(y): T'(B), — T'(B,) gleich der identischen
Abbildung.

Also ist @po/m2 > Opo/m? die identische Abbildung, y*(m)0p, + m2=m, also
P*(m)0p,, = m. Daher ist y* ein quasiendlicher und damit endlicher Morphismus
analytischer Algebren (vgl. z. B. KURKE, PFIsTER und RoczEN [20]), also y* surjektiv
(nach dem Lemma von Nakavama). Ein surjektiver Ringendomorphismus Noether-
scher Ringe ist aber stets bijektiv. Somit ist  ein Automorphismus, und wir wihlen
#=a,0 = f 0y, 50 daB also o und x die geforderten Eigenschaften haben.

Um die letzte Behauptung zu beweisen, geniigt es zu zeigen, daB (B’, 0') — (B, o)
glatt ist, d. h., ist (I, 0”) ein infinitesimaler Raumkeim, (Lo, o) = (I, 0"") abge-
schlossener Unterraum, so liBt sich jeder Morphismus ¢ in dem kommutativen
Diagramm

(I, o) ——E—— (B, )
] /”\’07 n
(I, 0= e > (B, 0)

so liften, daB o' | Iy = g, ist. Das folgt aus der Definition der Versalitit (die De-
formation g*M wird auf I, durch gy induziert).

Es gibt kompakte, komplexe Mannigfaltigkeiten M, die keinen Modulraum be-
sitzen (z. B. Regelflichen; vgl. Teil I, 4.2.6.).

Das zweite Problem wurde von M. ScHLESSINGER und J. WAVRIK behandelt. Es
zeigt, daB die Existenz eines Modulraumes zur Lésbarkeit eines gewissen Erweite-
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rungsproblems fiir vertikale Vektorfelder auf der Kuranishi-Familie dquivalent ist.
Seine Darstellung soll hier etwas ndher erldutert werden.

Es sei (S, 0) ein analytischer Raum, M s die Garbe der holomorphen Funktionen auf S,
die in o verschwinden, und S™ die n-te infinitesimale Umgebung von o in § (d. h.

der durch die Idealgarbe MMT+? definierte Unterraum S™ c 8). Ist M 5 8 eine
Familie von Deformationen von M (d.h. My= M), so bezeichne M die Ein-
schrinkung von M — S auf §®). Der Zusammenhang mit dem Problem der Existenz
eines lokalen Modulraumes wird durch folgendes Theorem gegeben:

1.5.2. Theorem. Es set M ein kompakter komplexer Raum und (M — B, i: M — M)
eine semiuniverselle Deformation von M. Dann ist diese Deformation dann und nur
dann universell, wenn fiir n = 1,2, ... folgendes gult:

Jeder Automorphismus von (MM, 7) wird durch evnen Automorphismus von (M®+1), 1)
induziert.

Bemerkung. Wenn der Kofunktor auf der Kategorie der komplexen Raumkeine
itber (B, o)

S Autg(MXp S, 1s) = {f::/leaS S MxpS;foisg= is}
(wobei is die durch ¢ induzierte Abbildung M — M X g8 iiber dem Basispunkt von
8§ ist) darstellbar ist durch einen komplexen Raumkeim (4, e) — (B, o), so bedeutet
das Kriterium, daB (A4, e) glatt iiber (B, o) ist.
Auf alle Fille ist der obige Kofunktor F, prodarstellbar durch eine formale Gruppe
iiber @p,, mit einer zugrunde liegenden Algebra der Form

P = &B,o[[tl’ vy ta]]/(fl: e /b)

mit @ = dim HY(M, @yy), fi Potenzreihen der Ordnung g = 2, und das Kriterium von
1.56.2. ist dquivalent zu f; = -+ = fp = 0.

Beweis von 1.5.2.

Schritt 1 (Prodarstellbarkeit von F): Wir betrachten also die Kategorie der lokalen
Op,-Algebren, endlich iiber C, und schreiben F(R) anstelle von F(Spec(R)) (mit

Spec(R) wird der entsprechende nulldimensionale Raumkeim bezeichnet). Wir

schreiben #r anstelle von X g Spec(R); sind @p,-Morphismen R’ SR 2 R

gegeben, R* = R'X g R”, und Automorphismen g —Ef/ﬂm, Mg 57 Mg, die

auf Mg denselben Automorphismus induzieren, so induzieren ¢’, ¢'’ einen Auto-
morphismus (¢’, ¢”’): Mpe = Mg+ (die zugrunde liegenden Réaume sind alle gleich,
die zugrunde liegenden Abbildungen sind die identischen Abbildungen, ferner ist

o c/’th ~ (0 c/ﬂ/c/ﬂo) ®OB,0 R*

und das Tensorprodukt auf Grund der Flachheit mit dem Faserprodukt vertausch-
bar). Offensichtlich gilt

F(C[T)/(t2) ~ Kern(Aut(M X Spec(C[t)/(£2)) — Aut(M)))
~ Der¢(Om, Om) = H' (M, Oy).

Deshalb ist F prodarstellbar iiber einem geeigneten Quotienten P von Opollts, - tal]
mit a = dim HY%M, @) und

PlmpoP + (4, ..., a)2 P~ C[[ty, ..., ta]V (&, ..., ta)?
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(vgl. [17]). Das Kriterium von Theorem 1.5.2. besagt nun: Jeder @ g ,-Homomorphis-
mus P 240 Bo/m** ! = O pw) o 188t sich zu einem Homomorphismus P o B+1) 4
liften, was offensichtlich nur méglich ist, wenn P = o Bolltss ..., ta]] ist.

Schritt 2 ((#,7) universell = jeder Automorphismus léBt sich liften): Es sei
@: (M®, 7))~ (oM™, 7) ein Automorphismus und j: MM — M®+!) die kanonische
Einbettung. Ferner sei

S = B+ I)IIB(”) B+ i)( — Spec(OB(m- 1, XOB(’!),OOB(’“’ 1).0)) ,

und die ﬁiagmmme

Mn+1) Min+) und MM+ 1) MMn+1)
M™ MM

seien kouniversell. Dann definieren ', M’ Deformationen von M iiber S, die
auf jedem der beiden Summanden von 8 die Deformationen (#®+1), ?) induzieren,
so daB also die beiden zugehérigen Abbildungen f': S — B, f': 8 — B, durch die '
bzw. M" induziert werden, auf beiden Summanden die kanonische Einbettung
B®+1) — Binduzieren. Also ist f= f’, und somit gibt es einen Automorphismus von
Deformationen y: M’ = M. Uber jedem der beiden Summanden von § induziert y
ebenfalls Automorphismen von Deformationen

’/’1:‘/“(”‘“) —_ m(ou-i),
wgzm("“)—-n/ﬂ"‘“)

mity, 0§ 0@ = jO @, Y0 j = j O @, also wird ¢ durch den Automorphismus p;* o y,
von M ™+ 1 induziert. R

Schritt 3 (Jeder Automorphismus 1a8t sich liften = (A, ) ist universell): Wenn
eine Deformation von M durch zwei verschiedene Morphismen induziert wird, sind
diese Morphismen schon auf einer infinitesimalen Umgebung des Basispunktes ver-
schieden voneinander. Es geniigt daher zu zeigen: Ist (Y,#n: M — Y) eine De-
formation von M iiber dem nulldimensionalen Raumkeim 8 = Spec(R/I) (mit
mgl = 0), induziert durch f:S — B, so wird jede Deformation von M iiber
T = Spec(R), die auf S T zu (Y, %) isomorph ist, durch genau eine Fortsetzung
T — B von f induziert. Die Menge aller Fortsetzungen g: T'— B von f entspricht
umkehrbar eindeutig der Menge aller Isomorphieklassen von Paaren (X, u), X ein
komplexer Raum iiber T' und « eine abgeschlossene Einbettung ¥ — X iiber 7,
so da8 (X, u o n) eine Deformation von M iiber 7' ist. (Man ordnet jeder Fortsetzung g

die induzierte Deformation X = X g T' und die durch S € 7' induzierte Einbet-
tung Y~ M X g8 < MX pT zu.) Sind g, ¢’ Fortsetzungen, so daB es einen Isomorphis-

g
musder entsprechenden Deformationen (X, u 0 9) = (X', u’ 0 ) gibt, so induziert ¢
einen Automorphismus 7: (¥, )~ (Y, ), der sich, da Autg(#) durch eine formale
Potenzreihenalgebra iiber @, prodarstellbar ist und S, 7' nulldimensional sind, zu
einem Automorphismus :(X,u0n)~(X,u0n) liften liBt. Daher induziert
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o o1 auf Y die identische Abbildung

X—— s x—-—sXx

J | " E

-1 T

und (X, u)~ (X', '), also ist g’ =g, q. e. d.

1.5.3. Interpretation mittels Vektorfeldern. Es sei X = (S, 0) eine De-
formation von M, ™ die Garbe der Vektorfelder lings der Fasern von X® — 8™,

oM — @ g () sm) =2 Oxis® Os 0 S
und Y™ < @™ die Untergarbe der auf X x M verschwindenden Vektorfelder:
VM — m/mr+t @ O™

(m Ideal in Os, das zum Basispunkt o gehért). Bezeichnen wir mit ¥™ die Garbe der
Keime von Automorphismen (von Deformationen) von X® iiber 8™, so gibt es
einen kanonischen Garbenmorphismus

. ?}(”) —_ g(”)’

der Automorphismus ay,($#) ist wie folgt definiert: Auf dem zugrunde liegenden
Raum ist () die Identitét, und fiir Funktionen f auf X™ ist

o |
a(@®)* (=3 50
k=0
(06 ?/i"’ = Del‘as(”) 0(01(,,)", mOX("),z)’ daher ist W(f) = 0 fiir k > n).

(Bemerkung. Ist u eine komplexe Variable, so ist > a(ud) (z) die zu dem Vektor-
feld © gehorige Integralkurve durch 2.)
Nach J. Wavrix [23]) ist «, ein Isomorphismus von Garben. Nach 1.5.2. besitzt M
genau dann eine universelle Deformation, wenn fiir jede Deformation von M (bzw.
fiir eine semiuniverselle Deformation von M) der kanonische Morphismus
HO(M,, ™) — HO(M,, ™~1)) surjektiv ist; da die o, Isomorphismen sind, ist die
Surjektivitit der Einschréinkungsmorphismen
HO(M, V™) > H(M, V™),  n=1,
dazu dquivalent. Ein weiteres Kriterium fiir die Existenz eines Modulraumes ist die
Losbarkeit eines anderen Erweiterungsproblems.
1.5.4. Theorem (J. WAVRIK, [23]). M besitzt genau dann einen lokalen Modulraum,
wenn fiir eine semiuniverselle Familie M Z B der kanonische Homomorphismus
HO(M, 6®) — HY(M, 6)
surjektiv vst fiir alle n.
Beweisidee. Durch vollstindige Induktion nach n zeigt man, daB fiir eine De-
formation von M, fiir die die kanonischen Homomorphismen HO(M, @™) — HY(M, 8)
surjektiv sind, die Einschrinkungen HO(M, @™) — HO(M,@®-1) surjektiv sind.
Damit sind auch die kanonischen Morphismen HO(M, V®™)— HOY(M, Y®-1) fiir eine
solche Familie surjektiv, d. h., M besitzt einen Modulraum. Ist andererseits
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HO(M,6™) — HYM, O) surjektiv fiir alle n im Fall # — T und f: (8, 0) — (T, 0)
gegeben, so ist dies auch richtig im Fall # X, S — 8. _
Insbesondere folgt daraus: HO(M, @™) — Hy(M, ) ist surjektiv fiir alle » und fiir
jede Familie M — 8, wenn dies insbesondere fiir eine semiuniverselle Familie gilt.
Ist weiterhin HO(M, V™) — HO(M,V®-1) surjektiv fiir jede Familie, so ist auch
HY(M, &™) — HY(M, @) surjektiv fiir jede Familie; denn wire letzteres fiir eine
Familie M — § nicht richtig und ¢ ein nicht liftbares Vektorfeld, so ware fiir
T = 8X C das Vektorfeld p,p¥(@) nicht liftbar beziiglich der Familie M X T — T
und p,p¥@) [ =0, d.h., HY(M,Y™) — HO(M,V®-1), wire nicht iiberall sur-
jektiv fir M X, T — T.

1.6.5. Korollar (Dovapy): Ist HY(M,O)= 0, so ist der Parameterraum jeder
semiuniversellen Deformation ein lokaler Modulraum fiir M.

Bemerkung. Unter Benutzung des Grauertschen Satzes ([4], S. 63) kann man
leicht folgendes Theorem beweisen:

1.5.6. Theorem. Ist der Kuranishi- Raum reduziert, so ist die Bedingung
1) dime HO(M:, ©) ist unabhingig von t in einer Umgebung von o
hinreichend fir die Existenz eines lokalen Modulraumes von M.

Von Douapy stammt eine Verallgemeinerung des Grauertschen Theorems (nicht
publiziert):

1.5.7. Theorem. Ist der Kuranishi-Raum (B, o) reduziert, so ist | HO(M;, By), fir t
t

n einer gewnssen Umgebung von o€ B, der Kern eines Vektorbiindel-Homomorphismus
o: By — By mit rg B = dim H(M, ).

Damit kann gezeigt werden, daB die Bedingung (1) im Theorem 3 auch notwendig fiir
die Existenz eines Modulraumes ist ; denn wire dim HO(M,, @) abhingig von ¢ nahe o,
so giibe es ein Vektorfeld auf M, das fiir keine Umgebung von o€ B lifthar wire.
Jedoch hat GRIFFrTHS gezeigt, daBl eine formale Erweiterung stets eine wirkliche
Erweiterung impliziert.

2. Existenz semiuniverseller Deformationen lokaler Henselscher Algebren

Wir behandeln jetzt die Frage nach der Existenz semiuniverseller Deformationen
fiir Keime von Singularititen. Man kann dieses Problem in verschiedenen Kategorien
betrachten: in der Kategorie der formalen Raumkeime, in der Kategorie der analy-
tischen Raumkeime oder in der Kategorie der algebraischen (= Henselschen)
Raumkeime. )

Henselsche Raumkeime iiber einem lokalen Henselschen Ring A sind durch eine
Restklassenalgebra einer -Algebra A((zy, ..., zs)) gegeben, wobei A((z,, ..., z,)) die
Henselsche AbschlieBung des Ringes Az, ..., 2a] in (M4, 2y, ..., 2) A[zy, ..., z5] ist,
was in den meisten Fillen (d. h., wenn der Ring A nicht gerade sehr pathologisch
ist) gleich der algebraischen AbschlieBung von Az, ..., 2s] in A[[z, ..., zs]] ist.
Fiir die Theorie der Henselschen Ringe verweisen wir auf KURKE, PrISTER und
RoczeN [20]. Im folgenden sei C eine der drei oben genannten Kategorien: formale
Raumkeime (iiber einem festen kompletten lokalen Ring A), analytische Raum-
keime (iiber C), oder Henselsche Raumkeime (iiber einem lokalen Henselschen
Noetherschen Ring).
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Dieses Kapitel gibt einen Uberblick iiber die Fille, fiir die das genannte Existenz-
problem bereits gelost werden konnte. Es zeigt sich, da8 die Aufgabenstellung nur
dann sinnvoll ist, wenn X, im ausgezeichneten Punkt eine isolierte Singularitit
besitzt.

Am einfachsten ist die Losung fiir die Kategorie £ der kompletten lokalen k-Alge-
bren. Fiir sie wurde die Existenz einer semiuniversellen Deformation bereits 1968
durch ScCHLESSINGER bewiesen. Als schwieriger erwies sich die Behandlung der
anderen Fille. Fiir den analytischen gab 1969 TJurINA eine Teillosung, und erst
1972 gab GRAUERT den allgemeinen Beweis. Im Henselschen Fall gibt es schlieBlich
eine Teillosung von KURKE (1972) und einen allgemeinen Beweis von ELKIK (1973),
der hier nicht mehr beriicksichtigt wurde.

2.1. Formale Existenzfragen

Wir fixieren einen lokalen Noetherschen Ring A mit dem Maximalideal e und dem
Restklassenkorper &. Uber A betrachten wir die Kategorie £ der lokalen artinschen
/-Algebren mit vorgegebenem Restklassenkorper k.

Weiter sei ein Funktor

D: ¢ — Ens

gegeben, fiir den D(k) = {{o} einelementig ist. Fiir A€ ¢ nennen wir D(4) die
Menge der Deformationen von A. Ist (p: A — A’)E FI(€), L€ D), t'€ D(A’) und
D(p) £ = (', so charakterisieren wir diesen Sachverhalt durch die Schreibweise

(4,8) — 4,0).

Ist nun B eine beliebige komplette Noethersche lokale /-Algebra, so ist B/m»€ €
fir n€ N, und man kann fiir (,) und lim-proj (B/m**!) auf natiirliche Weise
n

Morphismen
(B: (ﬂn)) g (A’ C)
durch die 1-Homomorphismen B — A erkliren.
2.1.1. Definition. (B, (1)) heiBt formale semiuniverselle Deformation (fiir D), falls.
folgende Eigenschaften erfiillt sind :
(UD 1) Jede Deformation (4, ¢) wird durch ein

(B, (1)) — (4, )

induziert, und jedes Diagramm

/”
-
-

(B, (n,))——> (4"/1, §)

148t sich zu einem kommutativen Diagramm ergiinzen (4’ — A’/I der kanonische
Homomorphismus).

(UD 2) Es sei k[t] = k[T)/(T). Der kanonische Homomorphismus
Hom 4(B, k{t]) — D(k[t)),
@ — D(p) (nm),
ist bijektiv.
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2.1.2. Bemerkung. Fiir ein Paar (B, (s)) ist (UD 1) équivalent mit folgender
Eigenschaft (,,Glattheit*): Es sei H = Hom,(B, (1), H — D die durch (5,) ver-
mittelte natiirliche Transformation von Funktoren. Dann ist fiir surjektive Homo-

morphismen (4’ —» A) € F1(¥) die kanonische Abbildung
H(A') — H(A)X pay D(4")
stets surjektiv.

Der folgende Satz liefert uns ein handliches Kriterium dafiir, wann der Funktor D
eine formale semiuniverselle Deformation besitzt. Zum Beweis verweisen wir auf
die Literatur ([22]).

2.1.3. Satz (M. ScHLESSINGER). D besitzt genau dann eine formale semiuniverselle
Deformation, wenn fiir jedes Diagramm

Al —_— A -— AI'
in & die kanonische Abbildung
(#)  DA'X4 4") ~ D)X peay D(A")
(i) surjektiv st fiir Surjektionen A” —> A in €,
(id) bijektiy vst fiir A" = k[t] und A = k,
(iii) dimg (D(k[t])) < oo.
D 4st genau dann prodarstellbar durch eine komplette lokale Noethersche A-Algebra,
wenn in (i) die kanonische Abbildung (x) stets bijektiv 1st.
Wir bemerken, daB nach Eigenschaft (ii) eine k-Vektorraumstruktur auf D(k[¢])
induziert wird. Wir betrachten jetzt den folgenden Fall: Es sei P, eine lokale
Noethersche k-Algebra, und fiir 4 € € sei D(A4) die Menge der Paare (p, y),p: 4 — P
eine flache A-Algebra, y: P ®4 k = P, ein Isomorphismus.
Unser Ziel ist es, fiir D eine formale semiuniverselle Deformation zu konstruieren,
dazu haben wir die Eigenschaften (i) bis (iii) des Schlessinger-Kriteriums zu iiber-
priifen. Technisches Hilfsmittel ist eine Kohomologietheorie fiir Algebren. Wir ver-
zichten auf die (ohnehin nicht schwierigen) Beweise der folgenden Sitze (vgl. [20]).
Wir fixieren einen Ring 4 und eine 4-Algebra C, die im wesentlichen von endlichem

Typ iiber 4 ist. Fiir einen C-Modul N (von endlichem Typ) bilden wir nun einen
Komplex D*.

2.1.4. Definition/Satz.
D*(C | A, N):= H*((Homc(Ly, N))*)
mit € = F/I, F glatte A-Algebra,
oo Ly L~ I/I2>0
eine projektive Auflésung in mod C, Ly =: 2p/4 ®4 C und
Ly — Ly:= Ly~ I/I? > Qp;4 ®4 C.
Dabei hiingt D* nicht von der Wahl der Auflésung ab sowie von der Wahl von F.

Die konkrete Bedeutung der einzelnen Kohomologiegruppen D¢ ergibt sich aus
folgendem
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2.1.5. Satz.

(@) DO(C | A, N) = Dery(C, N),

(id) DY(C | A, N) = Homc(I/I2, N)/Dera(F, N),

(iii) Di+4(C | A, N) = Ext&(I/I2, N) firi =1,

(iv) Ist A=k und C | k glatt, so vst
Di(C|A,N)=0 firz>0.

2.1.6. Satz.

(i) D\(C | A, N) klassifiziert dive Erweiterungen 0 — N — E — C — 0 der
A-Algebra C mit dem C-Modul N.

(ii) DO(C | A, N) ust die Automorphismengruppe der Erwetterungen von C durch N.

Zum Beweis bemerken wir, daB fiir jede Erweiterung von C mit N stets N2= 0

ist (N = C-N = N/N?).

Ist nun, wie in 1.4., C = F/I, so gibt es einen A-Algebrahomomorphismus ¢ mit

kommutativem Diagramm

Frr—2 _.F

l

FIl=C—Y »C=EIN

der durch eine gegebene Erweiterung bis auf eine Derivation F/I? — N eindeutig
bestimmt ist. Wir ordnen dann dieser Erweiterung die Klasse von ¢ in
Homg(I/12, N)/Dery(F, N) zu und erhalten leicht (i).

2.1.7. Satz. Es set A = BfJ, J2= 0, und wir fixieren eine flache A-Algebra P. Ist
wetler
Dy(B)={(B—Q,Q®pA~P) mit B Q flach}
und N =:J ®g P, so gilt:
(/]
Dp(B) = ode‘r
Nebenklasse der Untergruppe D\(P | A, N)in D\(P | B, N).
Dabes gilt noch:
€ Homy(I/I2, N) definiert ein Element von D, genau dann, wenn (%)
ylaf) = (@® 1) f fiir a€ J und fE€ F/I2
Dabei sei F | B glatt, F/I = P, und damit sofort J - F < I (P ist A-Algebra).
Beweis. Aus () folgt sofort: Dp(B) = ® oder Nebenklasse mod Di(P |4, N). Sind
dann y,,p,: I/I2 — N zwei P-Modulhomomorphismen, die Erweiterungen von P
mit N iiber B definieren, so ist die Differenz p, — y, ein A-Modulhomomorphismus,
d. h., diese Erweiterung ist iiber A definiert.
Wir zeigen also (+): Wegen P~Q ®35 4 ~ Q/JQ definiert ein Element aus Dj(B)
eine Erweiterung
7 Beitrige zur Algebra 5
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mitJQ=N{daN=J®sP=J®@pQJQ=J ®pQist); essei p€ Hom,y(I/I2, N)
ein Reprisentant in D!(P/B, N). Die Eigenschaft y(af) = (a® 1) f fiir a€ J folgt
nun aus

Q——>N=JQ > Q P = F[] ——0

o]

I/t ——F/I2

Ist umgekehrt g gegeben, so definiert es eine Erweiterung und damit eine B-Algebra @.
Zu zeigen ist, daB @ flach ist. (Denn wegen N = J - Q ist Q ®p A ~ P trivial.)
Nun gilt:

@) Tor}(@, 4) = 0,
da J Q=N=J@pP=J®pQ/JQ=JR@pQ ist,
(i) Torl(Q, M) = 0 fiir M€ mod 4,

da P flach iiber 4 ist.
Ist M ein beliebiger B-Modul, so ist

0—-JM—-M—>MJIM—0
exakt, und die duBeren Moduln sind A-Moduln, also nach (ii)
Tory(R, M) =0,
‘q.e.d.
2.1.8. Korollar. Es gibt eine kanonische Bijektion
DYP|A,J®4P)~DyADJ).
Fiiir A = k Wefert dies
D¥(Py | k, Pg) = Dp,(H)).
2.1.9. Korollar. Ist Py | k glatt, so gibt es genau eine Deformation von P, tiber B.
Die wichtigste Anwendung ist das folgende

2.1.10. Korollar. Es sei Py | k gegeben, und P, besitze nur vsolierte Singularitiiten.
Dann hat D = Dp, eine formale semiuniverselle Deformation.

Vorbemerkung zum Beweis. Die Eigenschaft, daB P, nur isolierte Singularitéiten
besitzt, ist lediglich zum Beweis der Eigenschaft (jii) des Schlessinger-Kriteriums
erforderlich. Nach Korollar 2.1.8. ist

D(k[t]) = DY(Po | k, Po),

D1 jst aber funktoriell in Py und definiert eine quasikohirente Garbe iiber P, (im
Fall, daB P, eine lokale analytische Algebra ist, definiert man D1 nicht durch glatte
Py-Algebren, sondern durch freie analytische Algebren). Nach 2.1.5. (iv) ist diese
Garbe auf den singuliiren Ort kongentriert, ihre Schnitte iiber P, bilden daher einen
endlichdimensionalen Vektorraum iiber k.

Beweis von 2.1.10.

(i) Ist A’ — A «— A" ein Diagramm von Artinalgebren, wobei 0. B.d. A. 4 = A4"'/J
mit J2= 0 ist, B= A'X, 4", s0 ist B/J = A’ (x€ J & (0, z)€ B). Wir fixieren
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zwei Deformationen 4’ — P’; A — P und erhalten eine Abbildung
Dy(A") > Dy(B),
PII —> Q
bei der @(P’"’) im Urbild von (P’, P"")€ Dp,(A4’) X Dp4) Dp,(A") liegt. P konstruieren
wir wie folgt: Ist P"€ D\(P | A”,J ®a4 P), s0 ist 0 — JP'' — P" — P — 0 exakt,
daher

} (falls P’ ® 4 A ~ P ist),

0—JP'—» P XpP'—P —0,
und aus
JP'~J @4 P~J @4 (P R4 A)~J ®a P'~J @®p P’
folgt, daB @ := P' ®p P € D\(P' | B, J ®g P’) ist. Da bei
D\(P | A”,J ®a4~ P)— D\P’| B,J ®p P’)
Nebenklassen mod DY(P | A,J ®4 P) in Nebenklassen mod DV(P' | 4’,J ®p P’)
iibergehen, folgt mit 2.1.7. leicht die Existenz von &.

Ebenso beweist man Eigenschaft (ii) des Kriteriums 2.1.3. und erhélt so die Be-
hauptung.

2.2, Charakterisierung von Deformationen durch Gleichungen

Fiir unsere Untersuchungen brauchen wir zunichst ein Flachheitskriterium, dessen
Beweis bei BourBAKI, Algébre commutative, zu finden ist.

2.2.1. Definition. Es sei 4 ein Ring, m ein Ideal von 4. Dann heiBt M mod 4
idealsepariert beziiglich m, falls fiir alle Ideale a von 4 gilt: a @4 M ist separiert in
der m-adischen Topologie.

2.2.2. Satz. Es sei (4, m) ein Noetherscher lokaler Ring, A/m = k, und der A-Modul M
sev idealsepariert beziiglich m. Dann sind folgende Eigenschaften dquivalent:

(i) M ist A-flach.

(i) Torf(N, M) =0 fiir alle N € mod 4 mit mN = 0.

(ii") Tord(N, M) =0 fiir alle N € mod A4, die durch eine Potenz vonm annulliert

werden. ,
(iii) M®a M — mM st bijektiv.
(iv) Wenn wir

gr(A) = @ mv/mn-i’ ' gl‘(M) — @ova/mv+lM
p=0 '
selzen, 8o st die Eigenschaft
(GR)  Der kanonische Morphismus
gr(4) ®grya) gro(M) — gr(M) ist bijektiv
erfillt.
(v) Fiir alle n = 1 st M/m*M flacher A/m"-Modul.
Aus dem Satz erhalten wir leicht:

223. Korollar: Ist f: A — B ein lokaler Homomorphismus lokaler Noetherscher
Ringe, 0 ist { flach genau dann, wenn ms @4 B — B injektiv ist.
7
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Beweis. Zu zeigen ist (&), wofiir nach dem Satz ((i) & (iii)) hinreichend ist, daf B
idealsepariert beziiglich m, ist. a < A sei ein Ideal; zu zeigen ist, da N = a ®4 B
separiert in der m4-adischen Topologie ist. '
Nun ist N von endlichem Typ iiber B, daher in der mp-adischen Topologie separiert
(Krullscher Durchschnittesatz), also erst recht in der mg-adischen (m4 B & ms,
q.e. d.

Wir betrachten von nun an wieder eine beliebige der drei in der Einleitung genannten
Kategorien £ iiber k und bezeichnen mit (X, ..., X,) die von den n Unbestimmten
X, erzeugte freie Algebra dieser Kategorie.

2.2.4. Satz. Es ser

Bt __p

N,/

A
ein kommutatives Diagramm in 8. Dann gilt:
() Ist h ® 4 k surjektiv, 8o st h surjektiv.

(id) Ist h ® 4 k injektiv und B iiber A flach, so st h injektiv.
Beweis. (i) Die Surjektion B'/msB’ — B/my B liefert bei Faktorisierung nach mp-
k = B'/mg —» B/mp-B, '
daher B/mpB = k, d. h. mp-B = mp, also
h(mz) = mp mod m},
d. h. % surjektiv, also auch k.
(ii) Ist B flach iiber 4, so ist nach dem vorigen Satz (wobei jede der Graduierungen
die m4-adische sei)
v8: gr(4) @ B/maB = gr(B).
Behauptung a): gr(h) ist injektiv.
Behauptung b): gr(k) injektiv = A injektiv.
Zu a). Wir haben
1® gro(h)

gr(4) @i B'/maB’ —— gr(4) @iB/m4B

pr b
gr(B’) —ay " &1(B)
und da yp bijektiv, 1 @ gro(k) injektiv ist, folgt gr(k) injektiv, q. e. d.
Zu b). Vorbemerkung. A-4(m’B) = mB’
Beweis. Zu zeigen ist die Inklusion &. Da gr(h) injektiv ist, folgt
myB' N AYm%'B) & my'B
und induktiv nach k = 0
my*B N b (mB) S my B (*)
So ergibt () fiir k = »
W-imB) S B,
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g- e. d. Nun gilt nach der Vorbemerkung

F10) S N K imyB) = NmiB =0,

» ”

daher ist k injektiv, q. e. d.
2.2.5. Korollar. In der Kategorie € st ein Morphismus h: B' — B von A-Algebren
in eine flache A-Algebra B genau dann ein Isomorphismus, wenn der induzierte Mor-
phismis der speziellen Fasern tiber A ein Isomorphismus ist.
2.2.6. Satz. Es sei (p: A— P, P/msP ~ P,) eine Deformation von A, und es se
eine Einbettung von P, durch Py= k(X,, ..., Xa)Iy gegeben; kX, ..., Xp) =: 0.
Dann gilt:
(i) Es existiert eine Fortsetzung der Einbettung von P, zu einer Einbettung

von@O® A,d.h.

//’
’
,/
PR

o®A Py = P/maP

O=0Q® Alma

(i) Es sev I="Xkery und Iy= (f,...,fa). Sind dann Fy,...,Fg€ I und

= fimodma(@ ® A), s0 st I = (Fy, ..., Fa).

(i) Ee set @ ein belvebiger Morphismus, der obwem Diagramm gendigt und Jiir den
I=kery, Iy=kerc durch jeweils ein bestimmies Erzeugendensystem
mat (i) gegeben sind. Dann ist ¢ Deformation von P, (d. k. flach) genau dann,
wenn folgende Bedingung erfullt ist:

d ~
Sind pr€O mit D pifi = 0 auf Py, so existieren P(CO ® A mit
i=1
- d
Py= pymod my(@ @ A) und Z PiF; =0 auf P.
Beweis. (i) Die Existenz von y ist klar, die Surjektivitit folgt dann aus dem letzten

Satz (i).
(i) Ist I' = (Fy, ..., Fg) < I, so haben wir

/ A\

(OB A)I <e——— (O B A)I’
und nach dem letzten Korollar ist 7 Isomorphismus, d. h. I’ = I.
(ili) Vorbemerkung E' & E mod A sei ein Untermodul, E/E’ flachiiber 4,6 & A
ein Ideal; dann gilt
aE’ = E' N aE (Beweis trivial).
Daraus folgt leicht:

g:P—Aistflache IN (ma- 0@ A)=my- 1. o (*)
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Beweis. (=>) ist klar nach der Vorbemerkung (fiir £ = OR® A, E'=I,a =mua).
(&) Zu zeigen ist, daB

04®4O A1) =0 A/l
injektiv ist. Nun steht aber links nichts weiter als

Ma- (O ® A)ma-1 (Rechtsexaktheit von ®.)

=ms- (OR@AYINma-ODA (Voraussetzung)

=I+my-OR@A/=ima,
q.e.d.
Mit (%) beweisen wir nun die gewiinschte Aussage. Es sei m = emdim 4;

A = ’C(ti, seey tm)- R
¢ ist flach & Jede Relation 3, p¢fs = 0 laBt sich zu 23 PyF; = 0 liften.

=) Ist ZM‘= 0, Fe=fi + ;tjaq, 80 ist
2 mFi= ;m*tﬂqe ma-OR®A

Element von J, also (»),

ngFge maJ, d.h. Zp‘Fg == ;Q;;QF(,

L8

daher

2 (- ;Qutf)F«'—“ 2 pFy— ;Qu‘:Ft= 0,

4

P

q.e.d. ~
(«<) Nach (») geniigt es zu zeigen, daB aus HE m4-O ® 4, HE J, folgt HE m4J.
Es sei

H= ;(zu— ;t:Ru)I\ mit €01 (HEJ);

dann gilt aber ; pifi = 0, und so gibt es eine Fortsetzung dieser Relation zu
2= 340y Fi=0. ’

i

Folglich ist Zngg = 2 4Qy Fy, daher
1 X

H= E‘I(Qtr— Ryy) F € maJ,
q.e.d. '

2.3. Deformationen lokaler analytischer Algebren

Wir betrachten hier nur die Kategorie der konvergenben Potenzrelhenalgebren iiber
dem Grundkdrper C der komplexen Zahlen. Dle Darstellung folgt GRAUERTS Ar-
beit [8].

23.1. Erwenterungsketten von Untermoduln von p - H,

Es sei H = C{t, ..., tw} eine freie Algebra konvergenter Potenzreihen, H, = H/m’
P+ ( ) bezeichne stets die p-fache direkte Summe.

Ks seien J. o P H. und J‘+( L P .Hc..,‘ zwei Untem()duhc
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Definition. (i) Je,¢, t = 1, heiBt Erweiterung von J,, wenn Jg,¢/p « Hg = J ¢ i8t.

(ii) Joy¢ heiBt minimale Erweiterung von J,, wenn iiberdies folgendes gilt: Ist

.7,,4 € J,,1 Erweiterung von J,, so ist .7,+4 = Jeut-

2.3.1.1. Satz. Es sei by, ..., g€ J, ein minimales (d. h. unverkiirzbares) Erzeugenden-

system. Dann gilt:

(i) Jo,y st Erweiterung von J,< Es gibt Erzeugende hy, ..., i€ Jopq mit
hi|p-He=h fiir i=1,...,k und hy|p-He= 0O fiir < > k.

(ii) Ist J,H minimale Erweuerung von J, 8o Lipt sich | = k wihlen. Jede Fort-
setzung h,, weey b vORU hy, ..., by tst dann Emugendemyatem von Je,y.

(iii) Ist 121, ...,hk Erzeugendensystem von Jo 4 mit h4 | He= hy, 80 18t Joyy
minimale Erweiterung von J,.

Beweis. (i) (=) Istp: Je,; — Jo die kanonische Abbildung, hy, ..., k€ Je, beliebig

mit h | P+ He = hy, 80 ergéinzen wir diese durch ein Erzeugendensystem von ker @ zu

}zl, ooy b,

(ii) ist trivial.

(iii) Ist g€ H,, so seig(0) das Bild von g bei H, —» He/me= C (me =m + H,). Nach

dem Lemma von NARAYAMA gilt

k
D=0 @EH)Sa(0)=0, i=1,...k

Es ist zu zeigen, daB J,,, minimal ist. Ist dies nicht so, dann existieren hl, figE Jeits
die Fortsetzungen der k¢ sind und nicht ganz J,, erzeugen (nach (i)). Dann gilt

h¢ = ;auh], aqE H, (%)

und iz, gemiB (iii). Ist Ay = ay/H,, so ist dann ; (a__g_;_— d) y=0 in p- H,,
deshalb a4(0) = dys, und daher ist das lineare Gleichungssystem (*) nach den I;, auf-
l6sbar, d. h., Ay, ..., k4 erzeugen J,,, Widerspruch.

2.3.1.2, Korollar. S8ind J.,4, f,u manimale Erweiterungen von J, so vst

JeqNp-m= j¢+l Np-m.
Beweis. Sind {h{} S Jepts {h.} € J.,4 Fortsetzungen der %4, so sind dies nach 2.1. (ii)
Erzeugendensysteme. Ist g€ Jo,y () p-m’, 80 ist g= S ahy mit a4(0) =0 (da
g| H, = 0 ist). Daher ist 3, a¢(h4 h{) 0in He,y, d. h.

9= Sahi= Zah€ Jop N p-me,
q.e.d.
2.3.13. Folgerung. dim¢c p - Hoy/Je, g = dimc p - H;.A/jcu- ,
Beweis. Es geniigt zu zeigen: Die endlichdimensionalen Vektorrdume J,,4 und f,u
haben dieselbe Dimension. Das ist aber trivial.
2.3.1.4. Satz. Es sei (Jo)oze, 8¢t eine Ketie von Erweiterungen in {p - Ho}e, d. h., es ser
stets Jo 4 | p - He = J,. Dann gibt es ein e, = ey, 80 daf {Jo}eze, eine Kette minimaler
Erweiterungen 1st (d. k., J¢,q 18t minimale Erweiterung von J,).
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Beweis. Gilt dies nicht, so existieren beliebig groBe e, daB J,,, nicht minimal iiber J,
isf; ¢ sei die entsprechende Teilfolge der Indizes. Wir wihlen Erweiterungen
Joss EJoy,, von Jo; ist

JO = {h€ J,h|p-H,,_ EJ.

“j+1 f+1
so ist {J{"}, eine Kette von Erweiterungen und Jo = lim JO S (p- H)", wobei

J® & JU+9 it denn wir konnen k€ J¥*+ wahlen mit k, ¢ JO, falls e groB ist.
Daher ist

JO E Jorn g e+ L .o
was unmoéglich ist, denn pH ist Noethersch.

fir j=i,¢+1<e¢),

2.3.2. Der WeierstraBsche Vorbereitungssatz fiir ein Ideal
Es sei wieder Ho,= H/m*, Heo :=H, e = 1,2, ...,00. Ist p€ RT fest vorgegeben,

-1
JEH,, f= ‘2 a,l’, 8o setzen wir
Iv|=0

Al = sup 23(1¥| + 1)™** la, | &*
mit =223 (r 4 1)1,
v=0

Motiv. Fiir die induktive Konstruktion konvergenter Potenzreihen } mochte man
ein handliches Kriterium haben, wie man aus den ersten Koeffizienten a die folgenden
withlen muB, um Konvergenz zu erreichen. Es gilt nimlich

2.3.2.1. Bemerkung. Ist fE H, so werde |f| wie oben definiert. Dann ist
1€ H& |Iflle < oo fiir ein p.

2.3.2.2. Definition. & = Bp) = {f€ H., lIflle < oo}
Nun folgt leicht
2.3.2.3. Satz. B%g) ist eine Banachalgebra.

Beweis. Man sieht leicht, daB || ||, eine vollstindige Norm auf B ist. Zu iiberpriifen
ist also nur die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung. Sind

e~1 e-1
f= Jat, g= b€ H,,
Ivj=0 lul=0
80 ist zu zeigen: ‘
if - gll = 1Al - ligl-
Es gilt nun

fro="3 & 3 ab)=: Tat

=0 r+pu=
und

1]
el =] 2 abul < Zlasl bul = 2 3 lasl 1bal,
[Z3"Y & ‘ r=0 |pl=r

r+pu=A
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und da die Zahl der m-Tupel ¥ mit |y| = r stets < (r + 1)™ ist, folgt fiir ||[fll = ¢,
llgll = ¢,

L
_E ° . )
=2 2 SBHIF D Te B8A— b e
N %MI (,- + l)"‘ ¢(Co 2m+1 -;—lll
1 1G9 * 1
=g 4 e - o = s o s Y
G0 2™ oma GG
e L R 7 F Iy

d. h. ¢ - ¢g = 280*(|A| + 1)™+? fiir alle 4, q. e. d.

Wir fithren unter den Multiindizes nun eine Ordnungsrelation ein.

2.3.24. Definition. Es seienv= (v, ..., %), # = (t4y, .., t4m) ZWei m-dimensionale
Multiindizes. Wir definieren

vl <lul

oder

k< m mit v < g, Ve = Brgt

fir i=1,....m—k.

Ist € He, 0 = 2 a,uth, so sei O(a) = min (@, au =+ 0). Fiir O() > schreiben wir
“

auch a > ».
Fiir O gilt natiirlich

O(a; + a5) = min (O(xy), O(ay)) und  O(ay - o) = O(ey) + Oletg).
2.3.2.5. Satz. Es sei v ein m-Multiindex, « = 3 a,*€ Ho & >v,8 > 0 gegeben.
Dann existieren positive Zahlen gy, 03 = 05(01); +++> 0m = Om(01, +++, Om—1), ¥ = y(@) mit

lledllye = d(pe)”,
und diese Ungleichung bleibt erhalten, wenn man die g¢ und y in der Weise gy = of,
02 = 05(01)) «++r 0m = @M(01; -+ 0m_1), ¥ = y*(g) verkleinert.
Beweis. Es ist

w= 30 ot o

li] =17 a1 > vl

20 ist endlich, und a,¢* sei ein Term davon, k 80, daB g > ¥k, ey = Bksts + - ¥ = lim

ist. Sind nun g, ...,0r_y gegeben, so gibt es ein gx mit |jaut¥ll, < d0* (Or41, ++-) Om
beliebig). Wir wihlen nun g erst fiir die Glieder mit £ = 1, dann fiir £ = 2 und lassen
¢¢ unverdndert, usw., so daB )

2% = de
ist, und o.B.d. A. konnen wir ¢ durch yp ersetzen. Nach 2.3.2.1. ist fiir kleine
& = 7 nun || 3| < oo, und fiir beliebige 7 < 1 gilt dann

121 = P+ 112G
I 247 < 8Gye) fiir kleine 7, d. h.,
fiir y = 7 - 3 ist auch | 34, = 8(po)’, q. e. d.

< us

daher
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Nach dieser technischen Vorbemerkung wenden wir uns der Betrachtung gewisser
zahlentheoretischer Funktionen zu, die wir spiter als WeierstraBinvarianten von
Idealen in H interpretieren werden.

2.3.2.6. Definition. Es sei 8 = (s, ..., 8m) ein m-Tupel von Abbildungen gewisser
Teilmengen von N°, ..., N®-!in N U {oo} mit

8 = const,
8y = 82("‘) definiert fiir 0 é 1} < 8 mit 82(71) = 00
falls 8, = oo fiir alle ¥, ist,

8p = 8p(¥y,...,¥p-1)  definiert fiir 0 < vy < sy, ...,
0= vp_1 < 8p_1(¥, ..., ¥p-2) mit
8p-1(¥y, <oy Pp-2) =00 =>
8p(¥y, .oy ¥p—1) =00 fiir alle v,_;.

Weiter sei e€ N | {oo} gegeben, und es gelte stets

’p(", ey ‘v’_i) =] { :d_;rvéo-:— et Vp-1t
(i) 8 heiBt dann reduzierendes System zu e (bzw. einfach reduzierendes System,

falls e = oo ist).
(ii) h€E H, heiBt reduziert beziiglich 3, falls
h= 2 a,t’
05ry<ey
(!Sv2<nz(q)

0 S oy <tyy(?1s ees iy — 1)
Iri<e
ist.

(i) v = & sei zugelassen. Der Multiindex » = (v, ..., %) mit 0 < © < m heilit
mazimal beziiglich des reduzierenden Systems 3, falls 0 < v; < 8(»y, ..., %7_y)
ist fiir j=1,...,7 sowie &(¥,...,%_4) <oco und & (¥,...,%) =00
(falls ¢ < m) ist.

2.3.2.7. Bemerkung. Zum reduzierenden System 8 gibt es nur endlich viele maxi-
male Multiindizes. (Denn mit & < oo sind auch s, ..., 8y < oo an der Stelle ».)

2.3.2.8. Bemerkung. Es sei h€ H, reduziert beziiglich 8 und (v, ...,%) =1
maximaler Multiindex. Setzen wir
h(¥'):= » Z’ o Qrr; 4o 'm it oo fm,
v+ ‘: [ vm’<¢— 4]

h= gl t;‘ t;‘h(,').

Beweis. Einfaches Durchnumerieren der Indizes; wir wihlen v, fest, dann
»€ {0, ..., () — 1}, darauf »€ {0, ..., 83(», ¥y) — 1} usw., bis zum ersten Mal
8,1, ..., ¥5) = co wird (oder = m). So werden alle Terme von 2.3.8. (ii) genau
einmal durchlaufen

so gilt
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2.3.2.9. Definition. Es sei 8 ein reduzierendes System.
(i) (5 «+» %) = v sei Multiindex mit 1 < 7 < m.
v heiBt endlich beziiglich 3, falls 0 < »; < 8j(»(, ..., ¥5¢) I8t fiir =1, ..., %
und 8, 5(¥y, ..., %),
(ii) Sind 8,3 reduzierende Systeme, so heiit 8 < 8 (,,8 héchstens stérker
reduzierend als ‘), falls
8‘+1(71, ooy ‘l'() = é‘,‘,i(i", ooy ‘I’{)
ist fiir alle beziiglich 8 endlichen » = (¥, ..., ¥).
Man sieht sogar: Man muB nicht fordern, daB &, fiir beziiglich 8 endliche » definiert
ist, das gilt automatisch (Induktion iiber 7). 8 < 8 heiBt: Zu 8 gibt es hochstens mehr
endliche Multiindizes als zu 3. Offensichtlich ist ,,<‘ eine Halbordnung der redu-
zierenden Systeme.
2.3.2.10. Satz. Es sei 8 < 8, = - eine unendliche Folge reduzierender Systeme.
Dann existiert ein py€ N mit 8p = 8, fiir alle p = py

Beweis. Es gilt:
358=> Es gibt ein » endlich 3 mit » nicht endlich 8.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ist 3, § 8, 5 --- und iiberdies 8., > 8,
so groB, daB gilt:
Jeder beziiglich 8; maximale Multiindex, der beziiglich 8; mit ¥ > j endlich ist,

ist schon beziiglich 8;,, endlich.
(Das ist moglich, da zu 8; nur endlich viele maximale Multiindizes existieren.)

Es gilt

v maximal 8;, endlich 8; , = dim» > j — 1. (%)
Daher wird die Folge fiir j = m 4~ 1 stationir.
Hierbei ergibt sich (%) durch Induktion iiber j:
j = 1 ist trivial; es sei
j > 1, und fiir alle y maximal 8;_; mit » endlich &, sei dimy = j — 2.
Weiter sei v = (v, ..., %) maximal 8; und endlich 8., (. Dann ist r > 0 und (¥, ..., ¥_)
endlich 8, daher enthdlt (v,...,%_;) einen beziiglich 8_; maximalen Multiindex
(»,...),d. h.,esist r — 1 > j— 2 und daherr=j— 1, q.e. d.

2.3.2.11. Definition. Ist 3 ein reduzierendes System zu e, ¥’ = (v, ..., %) endlich 8,
so schreiben wir stets

v* o= (¥, o0y 1, 8004 (Vys oo es W) _
Weiter sei A & H,. Dann heiit A ein System von Weierstrafpolynomen zu 3, falls

A = {w,, = ¢* 4 red,, v’ endlich}
ist mit red,, > v* reduziert (v* identifiziert mit dem m-dimensionalen Multiindex
(#*,0,...,0)).
2.3.2.12. Satz. Es sei A = {w, = t*, ' endlich 3} das triviale System von W eierstrap-
polynomen, g € R’ vorgegeben. Dann gibt es fiir jedes h€ H,mit ||| < oo eine eindeutig
bestimmie Darstellung

h= 3 Quv+R,
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R reduziert beziiglich 8 und Q,- € H,_ ,» Potenzreihen in by, y, ..., tm (fiir v' = (v, ..., %))
Weiter gilt
OR)=O0(r), 0@+ v* =0,
Qv < liklle="*, Bl < &Il
Beweis. Induktion nach T = 7(8) = max {i, 3 (3, ..., %) endlich 8}.
7=20: Nur 8 < oo, daher A= {t;'}; somit ist b= Q' + R mit deg, R < 8

(eindeutig). Die Abschitzungen folgen, da die Zerlegung in ,,disjunkte* Unterreihen
vorgenommen wurde.

T > 0: Wir betrachten ein neues reduzierendes System 3* zu e:

8y .oy ) firi T,
0

8(¥yy ooy ¥ig) = { fir © > 7.

Dann ist v(3*) = v — 1, daher

h= vy + R*
v’vnﬁohl‘q oy +
und R* reduziert beziiglich 8*. Nun ist A = A* JJ A mit

A* = {w,, v endlich 3*}, A = {wy,,» maximal 3*, endlich 8},
wobei stets ¥ = (v, ..., ¥,) ist. Es sei nun

R*= 3 ay(tiyg, .- tm) 8.
”-('jy vy ¥g
v’ maximal #*

J,(v‘.....v,)

Wir miissen zeigen: Fiir w,r € A4 1Bt sich £% abspalten von a,#”. Nun ist
Wy
Ay = Q"(tt+1; ooy tﬂl) * "t—.'," + by‘(tt«;.j, ceey M)

eindeutig bestimmt mit dem Polynom b, in ¢4 4, deg:_, ,(by) < 8(»"). Also ist

R*= 3 Q,w,+ R, R reduziert (beziiglich 3).
0”6‘

Nach Induktionsvoraussetzung ist R eindeutig bestimmt, daher auch R und die Q,,
q.e.d.

Wir betrachten nun ein beliebiges System von WeierstraBpolynomen. Dieses erfiillt
nach 3.2.5. stets die Voraussetzungen der folgenden Verallgemeinerung der Weier-

straBschen Formel (fiir geeignetes g). Wir verwenden im folgenden Satz jedoch nicht,
daB die a, reduziert sind!

2.3.2.13. Satz. Es sei 3 reduzierendes System zu e,
A= {wy ="+ ay,' endlich 8}
gegeben mit a, > v* und |lay|| < 019" fiir ein 0 < & <1 und ¢ = |3| = Anzahl

der endlichen ¥’ zu 8. Dann gibt es fiir alle hE H, mit ||h|| < oo eine eindeutige Dar-
stellung

h ="G§Mﬁ Qw, + R
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mit R reduziert, Q,-H,_ |, Potenzrethe in by, ..., tm (fiir v' = (v, ..., %)). Dabei gilt
weiler
OR)Z0(h), 0@+ * =0k,

IRIS - =, e’

Wir konstruieren Folgen k,, Ry, H,,QY, H, e—vo> deren Grenzfunktionen die gewiinschte
Zerlegung liefern.
Zunichst setzen wir @ = **.

1=0:hyg=:h.
i >0: ;Losei schon konstruiert. Nach dem vorigen Satz ist

hy = Q&"“)&’-' + Ri+i

»’ endlich

mit

QS = lIkdie™",  IIRisall = lAdll. (%)
Wir setzen

Biyy = hi — ZQ?'H)GW — Ry =— 2,' «, QU*Y.
Nach (») folgt

(1hssall = [8(e0™1e"") llhallo="" = ellhall = &***|IAll;
daher konvergiert ¥, k¢ und nach (x) auch 3 Ry, 3 Q4.

Bezeichnen wir die 'Summen mit & bzw. R bzw. Q,, so ist
p= S - =3(Z @0, + 3 R = T, + B
i=0 v -0 t=0 ¥
Die Aussagen iiber O sind klar. Weiter ist
. 1
IBI < ISkl < 3 et bl = ——— I
13 4

und
. 1
IRl = @7 y— lIAll-

Wir zeigen die Eindeutigkeit der gefundenen Zerlegung. Es geniigt zu zeigen, da8
folgendes gilt: Ist ZQ,:w, + R=0,|@v|, |B] und R reduziert, so ist R=0,
Q@ =0.
Ist K = || 3 Q wy + R|, so ist nach (3.2.12.)

@l K-
weiter gilt
R Dy = — 0
+ ;Q » Z',Q xy
und da.her ist

=R+ ZQosl= 18| - (Ko=) -eo-'¢" = ¢ K.

Aus K < &K folgt aber K = 0; daher ist R + 3 Q,w, = 0, und die Emdeutlgkelts-
aussage von 3.2.12. liefert R = 0,Q,r = 0,q. e. d.
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Wir nennen R die Reduktion von h beziiglich 8.
Es gilt iiberdies
2.3.2.14. Bemerkung. Die Koeffizienten von 2 und den w,’ seien rationale

Funktionen in ¥V = (v, ..., )€ C¥, die fiir ¥ = 0 definiert sind. Dann sind dies
Koeffizienten von @, und R rational in V.

Beweis..In einer Umgebung V = V(0) & C* sind die Voraussetzungen von 2.3.2.13.
immer noch erfiillt (fiir geeignetes g). Dann sind dort die Koeffizienten von R, @,
Funktionen von ¥ iiber V.

e < 0o: Qy, R geniigen linearen Gleichungen mit den Koeffizienten von w,s und 4.
Nach 2.3.2.13. hat das System eine eindeutige Losung, die dann nach der Deter-
minantentheorie rational in den Koeffizienten w,, % ist, q. e. d.

e = co: Wir entwickeln schrittweise fiir wachsendes e < co.

Der folgende Satz ist das Hauptresultat dieses Abschnitts und liefert uns eine
,,Division mit Rest durch ein Ideal*.

2.3.2.15. Satz. Ist J & H, ein Ideal, so existiert ein reduzierendes System 3 zu e und
eine Zariski-offene Teitlmenge Z & GL(m, C), 8o daf nach einer beliebigen Trans-
formation mit einem g€ Z gilt: J besilzt evn eindeutig bestimmies Erzeugendensystem
aus Weierstrappolynomen zu 3.

Beweis. Wir zeigen induktiv die folgende Aussage:

(A,): Es gibt ein reduzierendes System 8, = (s{?, ..., %) zu e und @ % Z, < GL
(Zy Zariski-offen) und nach einer beliebigen Koordinatentransformation mit g € Z,
ein System

= {0] = w,;= o 4+, j=1,..,1}
von WelerstraBpo]ynomen zu 8, mit
(i) ‘l’;.‘,_‘ > ‘Vl* .
(i) h€ J reduziert zu 3, = h >}
(i) Die Koeffizienten von wj sind regulire rationale Funktionen von g€ Z,.
(iV) Ar g J.
(v) Ze s 2 Zp By 58 fir r>0.
red, bezeichnet die Reduktion beziiglich A,.

Nach 3.2.10. und (v) folgt dann die Existenzaussage des Satzes, falls wir zeigen
kénnen:

8) (Ao),

b) (As) und red, J 4= 0=> (Aryy).

Nun ist (Ay) trivial, wenn wir 3, = (00, ..., 00), Zy = GL(m, C), A9 = P setzen,

Es sei (Ay) bewiesen, red, J = 0. Es sei mxmma.l mit der Elgenschaft Es gibt eine
Transformation aus Z, und ein A€ red, J, so daB a,t* = 0 ein Term von A ist.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ist a, =1 und h=t' 4+ o, <pu < a
(wegen (ii)). Ist j€ J fixiert mit red, j = A, so sind die Koeffizienten von « rationale
Funktionen von g€ Z, (3.2.14.); es sei Z,,, deren Definitionsbereich in Z,. Weiter sei

u= (B, o0, 44,0, ...,0) mit g >0.
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Wir definieren &, durch
s}’*“(llv cooy fhiog) = Py,
c}ru)(h, ey Wjog) = a}')(vp ooy ¥j-y) fiir v = (v, ..., %) endlich 3,,
8 (v, ..., ¥j_y) = oo sonst.

Wir zeigen:

(@) 8" (pays vy phiog) = 00,

(ﬂ) 8} )1 1)« ':l‘i—z) < oo,

Damit ist dann 3,,, wohldefiniert, und (u;, ..., p¢_1) =: 9, ist maximal zu 3,, endlich
zu 3, 4.

(a) h !‘eduziel't => ”‘ < 3}”(]‘1, veuy #‘_‘),
und falls (gq, ..., u¢_y) endlich 3, ist, ergibt (ii)

h > (l‘i’ soey I‘i»p 8 )(I‘D :”{—1))’ Widerspm(,h!
(B) Annahme: s{”(uy, ..., py_) = oo. Wir wihlen 4, g so, daB
lewrlle < 8™, llalle < Bo#

ist (Satz 3.5. anwendbar wegen a > u > v*).
Da Z, ., offen ist, konnen wir auf die Koordinaten hinreichend kleine Drehungen und
Streckungen anwenden, ohne die Situation zu verdndern. Es sei

t(=91{¢ (i= 1""’m)'

Wir haben @&, = & + &, mit ay =" . a.'(Q_;t:) (I"~se Eigenschaft kann man
induktiv zu (iii) hinzunehmen) und setzen h = t* 4 « mit « = g~ #«. Es folgt fiir

=(1,...,1)
lavle < 8, llallz < 8.
Eine Drehung um einen kleinen Winkel ¢ in der (¢_,, ¢)-Ebene liefert

(cos<p —sin(p) (t,_,) _ (t;_, cos ¢ —-t¢ smtp)
sing cosgf \4 tysing tcosp

#0152 (a;m_ﬁm +p) =

d. h.

mit a = sin"! g cos™~1 ¢, f = ﬂ(t‘_,, t) homogen vom Grad y;_, + ,u‘, und ¢ tritt in
allen Gliedern auf.

Behauptung: red, @ =: & enthélt den Term at®t"*-2¢4:1* (damit folgt (B),

denn offenbar ist (uy, ..., w_g, g1 + ) <p im Widerspruch zur Minimalitét
von u).

Mit ¢ 4 %€ J haben wir y + &€ J, 7+ & € ¢J, und dies ist reduziert (reduziert
Xegen 87, (u) = o0). Fiir kleines 4 wird & klein, und bei Verkleinerung von g¢ bleibt
er Term

a}'gm‘-ﬁ#q‘ﬂa- )]
unberiihrt, tritt also nicht in « auf, q. e. d.
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Wir wenden Satz 3.2.12. auf 4 = A, U {* + «} an und erhalten ein neues System
von Weierstra8polynomen

w}"*”:t”.-{- redaj, i=1,...,7,
ol = t* 4 red a,
und nach diesem Satz ist auch
af) =redal Sof, ol +reda >p=:94;
damit ist (i) klar, (iii) bis (v) waren schon erledigt, und es bleibt (ii) zu zeigen:
Es sei g€ J reduziert beziiglich 8,,4. Dann tritt kein Term b,t* in g auf. Fiir die
iibrigen Multiindizes stimmen &, 4, 3, iiberein, d. h., esist g auch reduziert beziiglich 3,

d.h. g 2;; (4 war minimal!).

Damit ist die Existenzaussage 2.3.2.15. bewiesen.

Die Eindeutigkeit von A ist klar, denn durch 8 sind die endlichen »" eindeutig be-
stimmt, ebenso die reduzierten nach Satz 2.3.2.12.

Man erhilt sofort

2.3.2.16. Folgerung. Wir haben eine kanonische bijektive Abbildung von H,/J auf
die Menge der beziiglich 8 reduzierten Potenzreihen.

2.3.2.17. Bemerkung. Die Konstruktion aus 2.3.2.15. liefert eine eindeutige
Abbildung der Ideale J in die reduzierenden Systeme 8. Offenbar ist 3 eine bi-
holomorphe Invariante von J.

2.3.3. Anwendung des Vorbereitungssatzes auf Erweiterungsketten

2.3.3.1. Satz. Es sei J,,y Erweiterung von Jo, Je & He, Jo4 & Heyq und 3e, 8e.4 die
(nach Konstruktion aus Satz 3.2.15.) zugehorigen reduzierenden Systeme. Es seven Z,
Z4,y S GL(m, C) die entsprechenden offenen Teillmengen, fir die nach einer Trans-
formation aus Z, " Z,,4 + 0 eindeutig bestimmie Systeme

Ae={of, o 0f, A= {0t ..., of*"}
gegeben sind. Dann gilt:

8, < Besyy k<!, i |H, =0} firi=1,...,k
und

i |H,=0 firi=k4+1,...,1.
Beweis. Aus Konstruktion 3.2.15. folgt 8, < 8,4 (das Verfahren konnte evtl.
spiiter abbrechen), der Rest ist klar nach der Eindeutigkeitsaussage des Satzes.
2.3.3.2. Satz. Es sei Jo & H, ein Ideal, 3 das entsprechende reduzierende System, und
esgebe eine Erweiterung J, ,, vonJ,, der dasselbe 3 entspricht. Zu J  gehore A ={w, . . ., i},
und es sei >, ..., oft € H, irgendeine Erweiterung zu einem System von Weiersirap-
polynomen von 3 in H, 4, so daf

Jesi = (@5H, ..., 0f*) H,
minsmale Erweiterung von J, ist. Dann ist &5, ..., @§*! ein System von Weterstrap-
polynomen zu J g 4. .
Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB 8 zu J,, gehort. Wir wissen (2.3.3.1.), daB 8’ = 3
ist, wenn &’ zu J, 4 gehort. Ist 3’ 2 8, so ist

dimg He,4/Je,q > dime H,H/j,“.
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Dies fithren wir zum Widerspruch.
Ist J, e+1 & Jo41 (Jeuq Zu 8 gehorig nach Voraussetzung) minimale Erweiterung von J,,
80 ist

dime He,y/Je,y < dime Hoyy/Jpyy = dime He,i/Jo,q,
Widerspruch!
2.3.3.3. Satz. Es sei ey < e, Jo, & He,, Je & He und J, minimale Erweiterung von
Jey Zu Je,, J, gehire dasselbe 8, und es seien Ao, = wy', 1=1,. v k, Ag = {wi} die

zugehorigen Systeme von WeierstraPpolynomen. Wir wihklen 1 < py <+ < pp < k,
8o daf

w;}", caey w:,°,€ Je,,
ein minimales Erzeugendensystem bilden, und setzen
o=+ Ja,t*, 3 reduziert.
"
Dann existieren yi, al, € C, 8o dap fiir |u| = e — 1

r
A = jg y{a,,ﬂ, + a?”
gilt mat
¥} unabhingig von y, e, B J,
und
af, unabhéngig von a,, e

Beweis. Esist
r ~
of = Zogg, o€ Hoop  0j=0@y),
Cp4 = &yj; wir setzen (cy; betrachtet als€ H)

r
hyi= 3, gy =" + B
j=1
mit 0y = £ 4 «f; wegen der Eindeutigkeit folgt
redﬂ! = 2 agutt =: o

(wp ist Einschrinkung von w$; v entspricht »;); zur Untersuchung der Unabhingigkeit
betrachten wir eine zweite minimale Erweiterung J, von J,, und o.B.d. A.
J g/ H e-1 = J G/ H e-1

~

h‘ = ’-zi C"(O;,,

hy— b= 2' c;,(&'),',, — wp) = Bi—Bi= ii 041(0) Z (d,’“ — ap)

(da o4 = & auf H,_, ist), folglich ist h; — hy reduziert, Iu hy = red f; — red By.
Wir setzen

r
= ¢(0), a?p = a4, — E‘?’ﬂr’u;
8 Beitrige sur Algebra 5
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dann ist
Z (aw - 504) W= z Cq(O) 2 (aﬁjﬂ - aﬂjn) ,
“ p)=e-1

q.e.d.

2.3.3.3.1. Zusatz: Abschitzungen fiir oy = 3, aq,t*. Es sei

zc‘f‘”ﬁ;—"‘+ JEH; Bi= ;c;,w;i—t";
es gilt
14
ﬂ‘ = a? _jg cq(w;, - w;});
daher existiert K, = 1 mit

1Bl < Nl + Ko max flwh, — co

(K » unabhéngig von e und g < g,).
Gegeben sei ¢, 0 < ¢ < 1, mit

€ .
lledll < 1 o 1g” (v* = )

und

"w;j'—ij ——4K o~ 17% 7=mm (1:91:"-’9m)-
Dann ist

=yt (wegen p¥| < ),

Il =5 om1e” + 5 00" = S ote”,

el =L 2 & i it — o

1% 1% 1%
1 4

also

lloull < g0~ 10"

2.3.3.3.2. Bemerkung. Existiert eine Erweiterung mit den Eigenschaften aus
diesem Satz, so existiert auch eine mit a,,, = 0fiir |u| = ¢ — 1 Dann ist insbesondere

ladt*ll < o~

2.3.4. Eine weitere Verallgemeinerung des Vorbereitungssatzes
und ein Satz iiber die Losungen analytischer Gleichungssysteme

Es sei P & C» der offene Einheitspolyzylinder, I = O(P) der Ring der auf P kon-
vergenten Potenzreihen.

1€ qU & H,) schreibt sich eindeutig als
i= Z‘.oa.t', a,€ ql;

08 sei ||| = mex sup |a}(Z)|,  &,(2) = (a}(2), ..., a(D)),
Al = lifle := sup 25(jy| + 1)™+2 |}as]l *-
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2.3.4.1. Bemerkung. Satz 2.3.2.13. 1aBt sich auf diesen Fall wortlich iibertragen.
Wir haben also auch hier eine ,,Division mit Rest*.

Der folgende Satz ist die Grundlage fiir den Konvergenzbeweis einer noch zu kon-
struierenden formalen semiuniversellen Deformation.
2.3.4.2. Satz. Es set a: C* @ pO — qO ein Homomorphismus (d. k. « C-linear und
a |0 @ pO st O-Modulhomomorphismus). Dann gilt nach einer geeigneten linearen
Koordinatentransformation in @ :
(i) o Lipt sich zu einem a: C* @ pl — ql erweitern.
(ii) f€ im « set aus ql. Dann existiert ein g€ a(f) mat |lg|| = K- |ifil, K= 1
eine Konstante, die unabhingig von f ist,
llgll := max (ley], ..., ledl, ligall, - - > ligpll)
Jiir g = (Cq,y «vy Cos Gps ++vs gp)-
Beweis. Es ist
oa: C* @D pl — q0,
cwy>g-ctr-w,
€= (Cqy..0y Cs), w= (Wy, ..., Wp),
dabei
g=(g1,..sgs) und 7= (r,...,7p) fest mit gy, ;€ ¢O.
Es sei M der durch (ry; ..., rp) erzeugte Untermodul von g0. O(P) bestehe aus allen
Elementen von @, die in einer Umgebung von P konvergieren.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gilt g4, r;E O(P) (d. h., « la.Bt sich zu « er-

weitern), und g, ..., g, sind linear unabhingig in ¢q@/M.
Auf C*x M defmleren wir
(¢, m) := max (], t = 1, ..., 8, |m||p).
Es sei [C*x M), die Teilmenge der (¢, m)€E C*X M mit (¢, m) = 1.
Behauptung. [C* X M), ©st kompakt.
Beweis. Es geniigt offenbar zu zeigen, da8 jede Folge von Elementen aus M,
deren Norm < 1 ist, ein Grenzelement in M besitzt. Dieses existiert stets in g€, und
nach dem Cartanschen Abgeschlossenheitssatz fiir Untermoduln M von ¢@ liegt es

dann in M.
Nun ist

D:[C*x M}; —R

(¢, m) > [lcg 4~ m|lp
stetig, daher besitzt @ ein Minimum auf [C?X M);, dieses sei m*€ R, m* == 0, da
die g; linear unabhéngig iiber M sind. Folglich ist stets

lleg + m|| = m*ic, m|| fiir (¢, m)€ C*X M.
Fiir /€ im « gilt nun f = cg—|-m m€ M, fiir ein ¢c€ C* mit
liell = lles mll = llfll

Wir sind fertig, falls wir zeigen kénnen, da8 Jedes Element m€ M slch m der Form
r - w darstellen laBt mit

lwll = Qlmi ( Qlesmil < 2, llfll)

8e
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Dies folgt aber aus

2.3.4.3. SBatz (Verallgemeinerter Idealbasissatz von HILBERT-RUCKERT). Es ser
M= (G, ...,Gp) S qO0. Dann existiert (nach einer geeigneien linearen Koordinaten-
transformation) ein abgeschlossener Polyzylinder P um Q€ C» sowie eine Konstante
Q > 0, s0 dap F € M(P) sich stets in der Form

?
F= > G
Ei 4Gy
mit hy€ O(P) schreiben lapt und
lbslle = QIIFlle, j=1,...,p,

gml
Ist iiberdies eine endliche Zahl solcher Uniermoduln zusammen mit entsprechenden
Erzeugendensystemen gegeben, so lassen sich in einem geeigneten Polyzylinder ent-
sprechende Gleichungen und Abschitzungen fir alle diese Untermoduln gleichzeitig
erfiillen.
2.3.5. Konstruktion einer formal semiuniversellen analytischen Deformation
Es sei wieder

0 = K“, H = Km,
und wir verwenden die Sprache der Mengenkeime analytischer Funktionen im
jeweiligen Koordinatenursprung; V(Jy) = X, & C*, 0/J, reduziert sowie J S O ® H,
J & H Ideale, die zwei Einbettungen

ChXC" —— Cm

T

X —_—F Y
definieren.

2.3.6.1. Bemerkung. Die Deformationen von @/J, entsprechen genau den so
gebildeten Abbildungen z mit

(i) a~4(0) = X,

(i) = flach.

Deformationen sind also Paare (I, J) von Idealen.
2.3.6.2. Definition.

(i) Es seien durch Ideale Jy, J, & H, I,, I; S © ® H zwei Deformationen (I, J)
und (Z5, J4) von X, gegeben. Diese heiBen dguivalent, falls Isomorphismen ¢, y mit

H—X—H

| O |
ORH—2—08H

und w(Jt) = Jg, v(Il) == Iz existieren.
(ii) (Z3,Vy) und (I3, J4) heiBen 1somorph, falls sie dquivalent sind mit ¢ = id.
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2.3.5.3. Definition. Es sei (I,J) Deformation von X, Dann heit diese semi-
universell, falls

@) J S m(H)%;

(i) jede holomorphe Deformation (I, J;) von X, liBt sich durch Liftung lings
eines Homomorphismus ¢:H — H, mit @(J) S J; erhalten, wobei
¢': H/m? + J — H,/m} + J, eindeutig bestimmt ist.

2.3.5.4. Bemerkung. Ein semiuniverselles Paar (I, J) ist bis auf Aquivalenz ein-

deutig bestimmt.

Wir setzen von nun an voraus, X, habe in O € C® eine isolierte Singularitit. Nach
dem Existenzsatz von SCHLESSINGER existiert dann eine formale semiuniverselle
Deformation, und dies kénnen wir nach 2.2.6. so formulieren:

2.3.5.6. Satz. J, habe ein fest gewihltes Erzeugendensystem f= (fi,...,fa) € dO.
Dann gilt:
Fiirallee> 1 exwtwrtemJ,CH,uml

FOG =S F@e, FEdO,

v} =0
mat
(@) Fo2) = f@), a*Je) S Ie:=0® H,- (F©),
(i) g€ dO mat gf = 0 in O, so0 existiert eine Familie
e-1
G= DG, mitGyz)=¢g

[v] =1

und

GF=0modl, in ORH,,
(iii) (F®, J,) ist semiuniversell in €/H,,
(iv)  Fe+O/H,— F®,  J, /H,=J,.

Jede Fortsetzung einer Familie bis zur Ordnung e, dw die E@gemchajten (i) bis (iv)
beibehiilt, ist dann formal semiuniversell.

Wir behalten nun die Bezeichnungen aus 2.3.5.5. fiir die gegebene formal semiuni-
verselle Deformation bei.

2.3.5.6. Bemerkung. Fiir e = ¢y = 2 sind die Erweiterungen J, minimal iiber J,._

2.3.5.7. Satz. Essete= e, J,HmzmmleErweuemngvonJ,, und es seten (F(‘“) J.H)

mit (1), (ii) aus 2.3.5.5. gegeben sowie Fe+V/H,= F®, Dann sind (F‘“ Jys1) und
(F‘ J¢+1) aqu"rmlent

Beweis. (F¢*1, J,, ) ist semiuniversell, d. h., es gibt ein
. @: H, s — H,iy
mit
Qe+, Jous) = (Fo+1, Jou1)
mit eindeutig bestimmter Ableitung ¢’, daher ist ¢’ = id. Folglich ist ¢ Isomorphis-
mus (Jacobischer Umkehrsatz); es ist ¢(Js+1) = Jyesund J,4/H, = J,, daher
dim¢ (?’(JH 1) | He) = dimc J,
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d.b. @(Jes1) | He= Jo, und da @(Jos1) S Joss (minimal) ist, folgt g+ 1) = Jost,
d. h., die Deformationen sind équivalent.

Wir beginnen nun mit der Konstruktion einer konvergenten Folge (J,, F(®).
1. Wir fixieren eine formal semiuniverselle Folge (F*, J¢),cx mit folgenden Eigen-

schaften:
Iste 0,80 isf 8 = 8(J¢) = 8(J,+1) fest, J,., 1 liber J, minimal, und zu jeder minimalen

Erweiterung J,.1 von J, mit (i), (ii) gehort dasselbe 3.
(Dann gilt (i) bis (iv) fiir (Fe*!, J,,4), und man kann J,, 1 zu einer formal semi-
universellen Deformation fortsetzen nach 2.3.5.7.)
Beweis fiir 1. Induktive Konstruktion; es sei e = ¢,
= {(17"‘“, Jo+1) mit (i), (il) minimale Erweiterung} + 0.

Falls in M ein Element mit 8(J,.1) > 8(J,) existiert, wihlen wir J, ¢ ='j,+1, und
falls alle derartigen 8 gleich sind (=: 3,), ein beliebiges Element. Die entstehende
Folge hat die geforderte Eigenschaft, da 8, < 8,41 < --* abbricht.

II. Es sei e hinreichend gro8 (wie in I); e > ¢,
(Fe, J) mit A—-{w‘,z_l l} U e
(F' Jer) mit Acﬂ = {w( s = l} wit'/He = o
gegebenund 1 < py <+ < pp < Uest gewahlt, so daB {w},, =1, ..., r} minimales

Erzeugendensystem von J, ist fiir alle e = ¢y;
die reduzierten Glieder von w$*! mit b =e seien a;t*;

weiter a,,, = : by,, und es sei H €EdO® H,.);

{w{} entstehe aus {w$*!} durch Einsetzen von by, = 0 fiir |y = e (vgl. 3.3.3.2.). Dann
gilt
H= cZoQ‘w‘ + Ro
H —_ e+q R vy
%Q‘w{ +Iv 2, "'
et —
redusiert

r
mit R, = R) — ;c,b,, und ¢; € d® unabhingig von e.
i-
Beweis fiir ILI. Nach 3.3.3. folgt
r
A4y = }2 7’(“}»,9 + a?,,

Vi unabhﬁnglg vone, v, a,, und weiter die af, unabhingig von a, = b;,.
it v o{ wird nun ein WeierstraBsystem einer minimalen Erweiterung zu 3.

Welter ist
[ ~
H= .EQ'“'? + R, @Q€IORH,,),

ot — of =I'§‘ é}l vt
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daher

H=3Qui" + (R° -3 3a0 ,;"y"b,.t') ,

=6 i=0
! r
R,=R'— 3 Z;Q;(O) yib;,  fir |v| = e, v reduziert.
t=1j=-

Wegen der Eindeutigkeit der Reduktion ist Qi/H., eindeutig bestimmt. Daraus
folgt, daB Q;(0) unabhingig von e ist,

r
R, = .R? —_ j-zl Gfbl,

mit ¢; = 2, Q;(0) '€ dO unabhiingig von e, q. e. d.
T

Bezeichnungsweise: Wir schreiben red® fiir die Reduktion beziiglich {{}, red*+!
fiir die Reduktion beziiglich {w$*'} und [J, fiir den Koeffizienten [] bei ¢".

IT1. Fortsetzung von (F*, J,) mit (i) bis (iii) zu (F*+!, J,,4) mit (i) bis (iv). Es sei
e=e,g=1(g1,...,9a)€Ed0 mit g- f=0. R

Wenn (Fe+!, J,,4) existiert, existiert G¢+1€ d(@ ® H,.1) mit Gé+! - Fe+1 =0 in
O ® Hos1/Js41 und 0. B. d. A. Ge+1, Fe+! reduziert.

Sind F*, G° die Einschriinkungen auf H,, G°*! = G* 4 y, Fe*! = F¢ 4 &, so folgt

Ge+l. e+t — GO.F0+7.I+9-¢’
daher ist

0 = redS*1(Ge*! - Fit)y = n ‘,“(G‘ “F)Y+ 9y, f+g-D,
und folglich

r
0= oge.pe , .(p'_ b”
red,( )+7’ f+g j;ici () I»yl=e. (*)
und ¢; nur von G* - F’/H,,o abhiingig,

In dieser Gleichung kommen y,, @,, by, als Unbestimmte vor, wenn die Konstruktion
bis zur Ordnung e bereits durchgefiihrt ist. Eine Losung dieser Gleichung existiert
fiir gegebene G°, F* stets. Es sei also N der Untermodul

N={g€dO,g-f=0} von dO,
N = (g, ..., g,), 2u g, sei ein G sowie F* definiert, dann kénnen wir G, p=1, ..., g,
und F* fortsetzen, d. h., das System
r N
red(@ - F) = 3 c5(&) by — 050, — 7pf )

(¢p;(z) nur von G5 - F°/H, abhingig) ist 16sbar, und jede Losung (e 3> 0) ist dquivalent
zur gegebenen Schlessinger-Deformation in der Ordnung e 4 1.

Um diese induktive Konstruktion zu rechtfertigen, miissen wir jedoch noch zeigen:
Ein beliebiges G aus () 1aBt sich zu G¢*! fortsetzen, d. h.

Behauptung. red?(G° - F*) — ; ¢y, | Xo 18t nur von g | X, abhdngig, nicht von G*
(dann kann man @,,y, nach dem Existenzsatz geeignet wihlen).
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Beweis. Wegen G¢+!: Fe+!= G¢- F¢ 4 yf 4 g® mod m**! geniigt es zu zeigen:
Fiir beliebige Multiindizes ! mit || = e ist

HG) = :2 GF,.| X
r+pu=1
"u0
unabhéngig von der Wahl von G (1 < |v| < e — 1), sofern nur
2 GF,=0 firos|l|<e—1 (S)
v4pu=l'
gilt. Dies zeigen wir durch absteigende Induktion nach ¢ = || < e — 1, v der Index
von G,.
g=e—1:Damnist (G, — G,) | = 0 fiir |v] = e — 1, G mit Eigenschaft (S). Daher
folgt aus nachstehendem Zusatz (G, — G,) F, € I, fiir |u| = 1, q. e. d.
Zusatz. Ist n€ N, so gilt stets n - F, € I, fiir |u| = 1 (man betrachte e = 2).
g <e—1:% mit |»'| = ¢ sei fest gewihlt; wir andern G, durch G,. Dann muB
wegen (8) fiir ein @, das sich nur fiir [¢| = ¢ von @ unterscheidet, stets @ = G, —@,-€ N
sein.
Wir setzen @ fortzu Q= 3 Qut°, Qo= Qmit QF =0,d.h. 3 Q.F,=O0fiir I < e — 1.
¢ 1

. - - ct+p=
Wir definieren eine Fortsetzung von G, zu G durch

Orse=0Grro+Q, G,=0, fir vE&v
und erhalten (S) fiir @. Nun gilt fiir | = e
HEu=HOi+ 3 QF. mitd=1—v,

e+ pu=
w40

und wegen |d| < e — 1 folgt j
2 QFu=—CQa-f€E I,

c+u=d
#+0

d. e. d.

IV. Konvergenzbeweis. Zu zeigen bleibt: Bei geeigneter Wahl von b;,, ®,, 7,
konvergieren die Folgen {G§},, {F}., {w{},. Wir suchen ein g, so daB alle Normen
beschriinkt bleiben. Es sei die Konstruktion bis zur Potenz e gegeben; zu losen ist
dann .

red (G5 ) = 350,(2) by — 0,0 — - )
fir p=1,...,q, pl=c¢e.
Die von » unabhéingigen cpy, gy, f definieren eine Abbildung
C ot 08,
und nach 2.5.2. gilt: Es gibt eine Losung von ([X]) mit
Bel, 18,1, Iyl < K - max [[red® (G - )|
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und K unabhingig von e (nur von ¢,,, die bereits durch die Einschrinkung auf die
Ordnung e, eindeutig bestimmt sind!). Wir setzen ‘

FF=f+F A4+ F' mit F=Fe—f,

G;=0p+0;+06, mit G;):G;?"'gp’

of = w; + o’ mit o = of,
geben & >0 beliebig vor, wiihlen g mit ||of?||, < eo 19" (vgl.2.4.3.), y=min(1,gy,...,0m)-
Dann ist fiir alle »

e =yt (da ¥ < e).

Wir wihlen ¢=d@+po~)+r+ 1, Ko mit 28 o<1, K< — 07! (Ks

1—e¢ 4K.
wie in 2.4.3.1.). Weiter ist
@+ G)(f+F)=0 mod(m~,J,),

also

@+ 6) ((+ F)= ZQPuwy, QPEODHs,.
Ist

QP 1= QP(z, 1) — P2, 0),

so konnen wir durch Multiplikation von g mit einer kleinen positiven Zahl erreichen,
daB

IFIl< Ko, NGl = Ko,

lgs + Gp) (f + F') — Z QP < Kby~!, QI =< Ko
ist (wir betrachten alle Potenzreihen als @ ® H); nun folgt

red? (G - F*) = red? (g, + @) (+ F') + G F + G,F" + G F")  (X)

= red? (g, + G) (f + F') — ZQPw;, — 3 QP wy,
+ GF' + G,F"' + G, F").

Induktive Konstruktion. Wir wihlen |jaf|| = K" (K < &) so klein, da8 noch
3.3.3.1. erfiillt ist (K,, Ky < ¢ konnen unveridndert bleiben).

Induktionsvoraussetzung: ||[F"’||, |G} |, I[w;;n < Ky ! (Ordnung e).
Nach ([X]) und der Abschétzung fiir red (vgl. 3.2.13.) folgt

1 cK?
v 0 - i o4
lle, red (.. )l < — e 7= o,
also
KK
Bl IBLL, Iyl = T2 Ko = Kop'e~*

(Ordnung e - 1), und weiter nach 3.3.3.1.
laf | < eo~%0”";

daher ist die induktive Voraussetzung fiir den nichsten Schritt erfiillt, und die
Normen der formalen Potenzreihen wq, Gy, F (fiir e = oo) sind endlich, q. e. d.
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2.3.6. Nachweis der analytischen Semiuniversalitit von (F, J)
Es sei J & Hp, in allgemeiner Lage (d. h. reduzierbar); (@, K) sei Deformation von
Xo, K S Hy= Cluy, ..., ug} ebenfalls Ideal in allgemeiner Lage, GE d - (© ® Hy),
G = G(z, u) mit Q(z, 0) = f(2).
Zu zeigen ist dann: Es gibt ein Paar (¢, ) von Morphismen und ein kommutatives
Diagramm
! l
4 @ Hy — Hy
il |1
0 ® Hy « H,
8o daB die untere Zeile durch das Ideal K die Deformation (@, K) induziert. Dies
ist dquivalent mit der Angabe folgender Bedingungen:

(i) ¢ durch kut*m - H,
lul =1

mit

h(Z k* € K fir A)E J,
(ii) y durch

(2, u) > (z — i Cuu”, u)

lul =1
mit

Jeur€ u- (0 R H,),

denn fiir « = 0 muB y die Identitit auf X, induzieren,
{iii) eine Transformation

T = (Bs— A): d(0 ® Ho) ~ d(0 & Hy),

A= Mz_; Aulz) w € d¥O ® Hp)

mit (Eq — A) - Gy(z, u)) = F(z, ¢(t)) mod K

(T hat o. B. d. A. diese Gestalt, da aus
TGy, u) = Flz,p(t)) fiir u=0

T(z,0)- G(z,0) = F(z,0)

N\

1(2)

folgt).
Bemerkung. Die Bedingungen (i) bis (iii) sind auch hinreichend dafiir, da8 (@, K)
durch (F,J) induziert wird (Charakterisierung flacher Deformationen durch
Gleichungen). \

Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit setzen wir folgendes voraus:
G und die Reihen (i) bis (iii) reduziert beziiglich K, F reduziert beziiglich J.
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Nach dem Existenzsatz fiir den formalen Fall wissen wir nun: Fiir alle e€ N gilt:

Es gibt reduzierte Potenzreihen (*)
e—1 e—-1 e-1
2 A, T ocut, 2 k.t

lpl=1 lpl=1 lul=1

mit
e-1 e—-1 e-1

(E -2 A,,u") - @ (z — D cuut, u) =F (z, 2 k,,u“) mod (n° 4+ K,)
lnl=1 lul=1 pl=1

mit n= m(Hq), Kg = K/(Hq/n’) “nd
-1
ke (’z k,,uu)e Ke4ne  fiir € Jy,
lul=1

und diese lassen sich auf die Ordnung e - 1 fortsetzen.

Die Bedingung (#) fiir alle e ist &quivalent mit der formalen Semiuniversalitit,
(F, J) ist analytisch semiuniversell, falls man fiir groBe e diese Reihen konvergent
fortsetzen kann.

Induktive Konstruktion. Wir setzen die Bedingung (x) fiir die Ordnung e als
gegeben voraus.

I. Reduktion auf ein Gleichungssystem. Es sei
Fz,t) = f+! |21¢'(z) r,  elz):=90,,..., 1,...,0);
L4 bl 13

red sei die K-Reduktion; es sei
e—-1 e-1
red (B — 3 dur) @z = Z e u) = 14+ T,
I |vj=1

lul=1 |=1

e-1
redF(z, > k,,u") =f+ 2 ¢,

lpl=1 lv|=1
weiter

G(Z —w, u) =I 12 Gx(z: u) w*, GO(Z) u) = G(zr u)
x| =0

(Entwicklung nach w),

of

Go, ..., It (@ ) =:pe(z, w),  p4(2,0) = — Pl

Durch Hinzufiigen der Glieder der Ordnung e ergibt sich
e
red ((E - A,,u") @ (z — 3 o, u))

lul=1 lul =1

= red (F (z, S k,.u")) mod 1+,

lal=1
daher ist, wenn ¢, = (Cyu; -+ +> Onu)s ku = (Kyus «+ o5 kmy) i8E,
" g_s(d. s )
,+lvlz-:17zu (Iulz-odﬁu“) f 21(&‘ |ﬂ§tc'“u"

n
=3 f + 2 q):u' + z P Z k;,‘u“ mOd tl“'",
Iv| =1 i=1 |u|=e
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folglich
(3 A L a, L. k f..
7’:‘—%—- ’ ,+‘Zib?‘°iv+‘§¢l iy ir |v] = e. (%)

Behauptung. Wenn 4,, c,, k, die Bedingung (s#) erfiillen, geniigen sie bereits der
Bedingung ().

Beweis. Es ist nur die letzte Eigenschaft zu iiberpriifen. Nach Voraussetzung ist fiir
die Ordnung e bereits

e-1
S K = red b, (Mz_ik,,u») =0 modn;

daher folgt
: < m 0hy(0)
red h kut)= 3 K’ hiade A\t kyut =0 mod nt*t;
’(ucgi ”u) lvgo e +¢- ot u.;z-. it "
wegen J, = 0 ist ?-’—la!g-)—) = 0, daher
[
red &, ( > k,,u") = 3 ku =0 modn!,
lul=1 Ipl=e

folglich A = 0 fiir |v| = e, q. €. d.

II. Konvergenzbeweis. Um auf (x+) wieder 3.4.2. anwenden zu kénnen, miissen
wir ; und ; abschitzen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei n = emdim X;
dann ist
20) _
0z

Das z-Koordinatensystem wird so geindert, da8

i | Z

und das ¢-Koordinatensystem so, da

llps()ll < 1
ist; wir wihlen p so, daB

IGu(z, W)l < 1,

iz, Wil <8 mit p=pi(z,0) + pi(z, w),
ist, d > 0 vorgegeben; weit‘;er sei

Iz, )| < 8, G = G(z,0) 4+ G'(z, u).
Induktive Konstruktion. Induktionsvoraussetzung:

e—1

c—lA -1
ub c ut ku
ugi “ lngl “ 2, b

lul=1
und 0 <K§%eineKonstante.

0, i=1,...,n.

» 1G(z, 0)| < 1,

’ ’

<K
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(«) Abschitzung fiir 5: Es ist
~1 e-1
(E — .Z A,.u!‘) ‘@ (z — 2 cuub, u)
!

lul=1 =1

-1
= 1)+ O'e, 0) + Tz, 0) 'z s
e—-1
+ z}'( 2 c‘uu“+ 2 G,,(z, u)( 2 cluu")
luj=1t
~ ( >, Awf‘) G+ ),

luj=1
und

e-1 e-1
f4+ 2y 0) 3 cpur —f 3 Auur
ni=1 W=

ist reduziert und enthilt keinen Term der Ordnung e, d. h., er kann in der Ab-
schitzung fiir red(...) weggelassen werden, d. h., nach 2.3.2.13. (Abschétzung) ist

(1= o)1 3yl < 8+ ndK + K2 =+ K (8- nE +-ndK + 17 )
<é4+(m+ 1)K6+ X2+ ntn+ 1)< Kot — o)

und 0 < 0 < = beheblg klein, wenn 8, K klein genug gewablt werden.

Also ist
IIHZ pu|=6-K.
y|—-e

(B) Abschétzung fiir ¢5: Es ist
-1 e-1
F |z, ku")= 2( ku“),
( mnz-:t “ f+|'|2_:‘<?-( ) .Et “
wir wahlen diesmal g fiir Hy 80 klein, daB
2 NFfl o=t < 8

[of=1

ist fiir & < oy € R; ist weiter
0
43 <6——§K(1"‘8)’

so ist fiir K < a,
IIMZ_l%(Z k)| < 68 = 6K(1 — e),

d. h. '
(1 — ¢) lIred F(z, 2 kuut)lly < OK(1 — &)

fiir |v| = e (f leistet keinen Beitrag zur Ordnung e), und so folgt auch
Il 2 pu|<0-K.

[r]=e
Anwendung: («), (§) ergeben
w(y; — ¢f) = 20K
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fiir |v| = e, daher gibt es (vgl. 2.3.4.3.) eine Konstante M = 1, so daB fiir alle »,
|v| = e, eine Losung (4,, c;y, ki) von () existiert, und
ALl llewll, ol = M - llys — »ill,
und fiir geeignetes 0 heiBt dies
4su”ll, llewwll, kpw’l| < K,
q.e. d.

2.4. Algebraisierung formaler Deformationen

In 2.1. haben wir uns mit dem Problem der Existenz formaler semiuniverseller
Deformationen befaBt. Im algebraischen Fall werden wir uns wiederum eine solche
Deformation vorgeben, die wir dann auf geeignete Weise approximieren. Mit den
Bezeichnungen aus 2.1. sei wieder (B, (#,)) eine formale semiuniverselle Deformation,

e D(B(m**1)), wobei nach Konstruktion B = Al Xy, oo, Xall/(Hy - -+, fm) i8S

Problem (A): Existiert ein B = A(z,, ..., 2,) mit B" = B sowie D(B), das alle Ny
induziert ¢

Problem (B): Ist ein beliebiges Paar (B, %) mit Eigenschaft (A) schon semiuniversell
(in der Kategorie der lokalen Henselschen /1-Algebren)?

Der erste Satz wird nun zeigen, da sich die Frage (B) positiv beantworten 1aBt,
wenn der Funktor D noch gewisse zusitzliche Eigenschaften hat.

24.1. Definition. Es sei F': (4-Algebren) — Ens ein Funktor. F heiBt lokal von
endlicher Darstellung, wenn er mit gefilterten induktiven Limites vertauschbar ist.
Es gilt der folgende

2.4.2. Satz. Es sei A eine lokale, als Henselscher Ring endlich erzeugte, A-Algebra und A
ein lokaler Henselscher Ring, der durch eine Algebra von endlichem Typ iiber einem
Korper oder einem exzellenten diskreten Bewertungsring erzeugt wird. Dann gilt:
Ist F: (A-Algebren) — Ens ein Funktor und 7€ F(A"), so gibt es ein n€ F(A) mit
7 = 7 mod m% zu gegebenem c€ N.

Dieser Approximationssa.'tz liefert nun
2.4.3. Satz. Es sev A wie tn Satz 2.4.2. D sei lokal von endlicher Darstellung. Dann
gilt: Ist B eine lokale Henselsche A-Algebra von endlichem Typ und induziert (B,n)
eine formale semiuniverselle Deformation, so st (B, n) semiuniversell.
An D stellen wir jedoch daber die zusitzliche Forderung, daf

D(4) —» lim-proj D(4/m’%)
injektiv ist fiir jede komplette lokale A-Algebra A.
Beweis. Esist (UD 1) nachzuweisen fiir beliebige lokale Henselsche A4-Algebren 4. Da
D und Hom4(B, []) mit gefilterten induktiven Limites vertauschbar sind, kann man
sich auf den Fall beschriinken, da8 A4 als Henselsche /-Algebra endlich erzeugt ist.
Es ist nun zu zeigen: Jedes Diagramm
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188t sich erginzen. Es sei nun fiir 4-Algebren C stets

4,8 — (G, o).
Dann definiert, falls %: B — A" eine formale Ergiinzung des obigen Diagramms ist,
die Zuordnung

F(C) = {v€ Hom,(B, C), D) n = {c,» = wmod IC}
einen Funktor, der lokal von endlicher Darstellung ist, und nach dem vorigen Satz
1aBt sich nun «€ F(A4) durch ein u€ F(A) approximieren, q. e. d.

2.4.4. Satz (M. ARTIN). Es ser A ein Henselscher Noetherscher lokaler Ring mat
Restklassenkérper k und Mazimalideal m. B sei eine komplette Noethersche A-Algebra,
7€ D(B), so dap (B, (ijx)) eine formale semiuniverselle Deformation fiir D ist (s = Bild
von % in D(BmY)). D sei lokal von endlicher Darstellung. Dann gibt es eine lokale
Henaselsche A-Algebra B, einen Isomorphismus B* ~ B und ein 7€ D(B), so daf i
durch n induziert wird.

Beweis. Wenn B Komplettierung einer Henselschen /-Algebra von endlichem Typ
ist, kann man nach der Approximationseigenschaft 4 durch ein n€ D(B) mod m%
approximieren und ist fertig. Dies ist jedoch allgemein nicht klar. Daher verlduft
ArTINS Beweis folgendermaBen:

B wird als endliche Algebra iiber der Komplettierung einer Henselschen /-Algebra 4

(von endlichem Typ) dargestellt, und gleichzeitig wird (B, %) durch ein Paar (B, n)
in geeigneter Weise approximiert. Man kann sich von vornherein auf den Fall be-
schrinken, daB A ein Korper oder diskreter Bewertungsring ist. Ist dies namlich
noch nicht der Fall, so ist /A von endlichem Typ iiber einem Korper oder diskreten
Bewertungsring A, (im Henselschen Sinne). Fiir u€ Homy, (A4, 4) bezeichne u4d
den Ring A mit der durch x induzierten /-Algebrastruktur.

Ist

Dy(4) = {(p, {), p€ Homy, (4, 4),£€ D(ud)},
dann ist D, ein Funktor auf der Kategorie der lokalen Henselschen /y-Algebren;
D, ist ebenfalls lokal von endlicher Darstellung, und ist v: 4 — B die gegebene
A-Algebrastruktur auf B, so ist (v, 7)€ Dy(B) ebenfalls formal semiuniversell.
Eine Algebraisierung von (v, 77) liefert dann auch eine Algebraisierung vom 7.
Im folgenden sei also A ein Korper oder ein Henselscher diskreter Bewertungsring,
dann enthilt B einen Unterring

4"= AA[[xb vee :L',.]] g AA[[Xlr LEXH] Xﬁ]] ’

8o daB B endlich iiber A" ist. Der Unterring 4" ist natiirlich algebraisierbar (4" = Kom-
plettierung von A = A(zy, ..., z)). Es zeigt sich, daB bei geeigneter Wahl von 4
dann auch (B, 7)) algebraisiert werden kann.

Wenn man jeder A-Algebra A’ die Menge aller Paare (B’,7’), B’ eine endliche
A’-Algebra, 5’ € D(B’), zuordnet, so ist dieser Funktor von endlicher Darstellung,
und (E,ﬁ) 1aBt sich folglich beliebig genau durch ein (B’,%’), B’ eine endliche
A-Algebra, n'€ D(B'), approximieren. Die formale Semiuniversalitét von (B, 1)
impliziert dann einen A-Homomorphismus B — B’*; dieser ist natiirlich surjektiv,
sofern man B bis mindestens zur Ordnung 2 approximiert.
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Um zu erreichen, daB er auch injektiv ist, benétigt man allerdings noch mehr In-
formation iiber B'.

Es sei A’ eine A-Algebra, M’ ein 4’-Modul und Ly, ..., Ly endliche A-Moduln. Dann
definieren wir nach M. ARTIN: Eine (zy, ..., Zs)-Vorbereitung vom Typ (Ly, ..., Ln)
von M’ ist eine Folge von 4’-Homomorphismen

U'
L4 3 W@l = M

mit U,oV,= X,,10idy,, V.0 U, = X, 4, Oidl,,®d4; fiir » < n (wobei wir 2y, 1=1

setzen).
Hierbei bezeichne 4, den Restklassenring 4'/(z, 4’ + +++ + 2,4’), (4g:= A’').

Hilfssatz. Bei geeigneter Wahl von 2y, ..., 2o € B gibt es A-Moduln L,, so dap B als
A-Modul eine (z,,. . .,7s)-Vorbereitung vom Typ (Ly, . .., Ly) besitzt (A" = A"[[zy, .. .,%a]])-

Beweis. Da 4; = A" ist, ist B® 4.4, endlicher A"-Modul, also stets vom Typ
Ly®4 A" (Jeder endliche A-Modul ist direkte Summe von A°-Moduln vom Typ
A/p*A” = A/p’A und von freien Bestandteilen, p bezeichnet dabei ein Prim-
element, falls A diskreter Bewertungsring ist.)

Angenommen, i, ..., z, sind so, daB fiir v < 8 bereits 4-Moduln L, mit Homo-
morphismen L, ® 4, & B, mit den geforderten Eigenschaften existieren.

B, ist ein endlicher A; = A[[z,,, ..., 2,]]-Modul; da die Lokalisierung von 4; in pA4;
ein diskreter Bewertungsring mit p als Primelement oder ein Korper ist, ist sofort
klar, daB es eine Zanskmmgebung B(z) von pA; gibt (z€ A4;), iiber der B, vom
Typ L,® 4 A, ist mit einem geeigneten A-Modul L,. Da dim (A,/xA,) < dlm (4;)
und z zu p prim ist, kann man (z, ... x,) durch eine Folge (z7, ..., z,) mit z, = z,,
v < 8, z,,, = geeignete Potenz von z, 2, € A", ersetzen, so daB A" endhch iiber dem
Unterring A[[zy, ..., z,]] ist.

Fiir Moduln iiber reguliren lokalen Ringen gxlt aber stets cod k 4+ dh = dim, also ist
A" freier A'[|z}, ..., z3]]-Modul. Also erfiillt (z}, ..., z;) die geforderten Bedingungen
fiir v < & (indem man die L,,v < s, geeignet abiindert). Durch Induktion folgt daraus
der Hilfssatz.

Die weitere Beweisidee von Satz 2.4.4. ist nun, 2y, ..., 2, und (L, ..., Ly) zu fixieren,
80 daB B eine (zy, ..., zs)-Vorbereitung vom Typ (Ly, ..., Ls) besitzt, und diese mit zu
approximieren. Dazu ist zu zeigen:

Hilfssatz. Fiir A-Algebren A’ sei
B’ endliche A'-Algebra, ' € D(B'),
P(A') = (B"’) [U', V']) [UI, Vr] (x1, . ,x”) Vorbefm’uﬂg
von B’ iiber A’ vom Typ (L, ..., Ly).
Dann st A' — P(A’) ein Funktor lokal von endlicher Darstellung (auf der Kategorie der
lokalen Henselschen, Noetherschen A-Algebren).
Beweis. Die Vorgabe von (B’,7’) ist durch endlich viele Daten bestimmt, die der

[U,, V,] mit den geforderten Eigenschaften ebenfalls wie folgt
Ist B'= Bo® A’ (Ag eine A-Algebra, so daB B’ iiber Aq definiert ist), so daB

4 = @(A ) mt A, Ag-Algebren, so sind [U,, V,] durch ihre Wirkung auf L,
bzw. B; bestimmt, q. e. d.
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Wir konnen also (B, #) mit der fixierten (xy, ..., a:,.)-Vorberemmg {T., V,] modulo
m%. approximieren durch eine endliche A- Algebm B, ein n€ D(B) und eine Vor-
bereitung [U, V1. Das heiit, wenn man alles mit A/m¢! tensoriert, sind (B,q %[0 /A))
und (B, 9, [U,, V,)) 1somorph Wie bereits bemerkt, induziert die Semiuniversalitat
von 7 sukzessive A-Homomorphismen B B/m%*B, m = c¢,c+ 1,..., also einen
.1-Homomorphismus ¢: B — B’, der im Fall ¢ > 1 auf alle Fille surjektiv ist, und
so daB 7 bei B— B/m"*'B in nm (= Bild von #) iibergeht. Es ist also zu zeigen, daB g
auch injektiv ist, sofern ¢ hinreichend groB} ist.

Es ist ¢(x,) =, + y,, y,€ m'B, also wird m,B" auch durch p, w, ..., %,

P(Ceiy)s - ons pl,) erzeugt (0 < 8 < n), und daher gilt

n m
wit = (3 gt B+ pB7) 1)
r=g+

Die entscheidende Bemerkung ist nun die, da$ die Multiplizitdt der einzelnen B;
beziiglich m,A4; durch die Vorbereitung eindeutig bestlmmt ist, sie ist ndmlich
gleich der Anzahl der freien Summanden von L, (da L, ® 4 A; -+ B; injektiv ist und
der Kokern durch x,, ; annuliert wird, also klcinere Dmlensnon hat).

(Ist d = dim 4,, dann ist die Multiplizitii.t cine additive Funktion auf der Kategorie
der 4,-Moduln, die auf der Unterkategorie der Moduln der Dimension < d ver-
schwindet.)

Wegen (1) hat also B; beziiglich des Ideals Z «p(.v,,) B, + pB, dieselbe Multiplizitat

veg+d
n
wie By beziiglich des Ideals 2 By pBy; daher haben alle Elemente des Kerns
v=g+1
von B, — B, eine kleinere Dimension als dim B
Wir betmchten zunichst den Fall, daB A ein Korper ist. Wegen x,“B S L,®44,,

und da L, ® 4 A} frei ist, also alle von 0 verschiedenen Elemente dieselbe Dimension
haben, gilt dann

(2) -’l'a+iﬁaﬂ K,=0.

Offenbar ist K, = 0, da B, — B, surjektiv und beide Seiten Algebren vom gleichen
Rang iiber .1 sind.

Aus (2) folgt daher durch Induktion nach n — s, daB K, = 0 fiir alle s, also ins-
besondere K, = Kern ¢ = 0 ist.

Im Fall eines diskreten Bewertungsrings /1 ist der Beweis im Prinzip dersclbe, man
betrachte hier jedoch auch noch die Multiplizititen von B,/p™B, und B,/p™B;, die
wieder durch die Vorbereitung eindeutig bestimmt sind und iibereinstimmen; be-
zeichnet man diese Multiplizititen als Funktion von m mit e(m), so ist e(m) stiick-
weise linear, und der Anstieg an der Stelle m ist gleich der Anzahl der Summanden
von L,, deren Linge = m ist.

Da wieder alle von 0 verschiedenen Elemente von L, ® 4 4 /p™4; (m = 1) dieselbe
Dimension haben, folgt wie oben B,/p™B, ~ B,/p™B;, fiir alle m, also K, = 0 und
ebenso Gleichung (2), also K, = 0 fiir alle s, q. e. d.

9 Beitrige zur Algebras
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