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Numerische Charakterisierung Quasihomogener
GORENSTEIN- Kurvensingularititen

Von G.-M. GREUVEL in Kaiserslautern, B. MARTIN, . PFISTER in Berlin

(Eingegangen am 22. 2. 1984)

0. Einladung

Die vorliegenden Untersuchungen schlieBen sich an die Arbeiten von
Zariskr [11], Rerrren [6], K. Sairo [7], ScHEsA-WiEBE [8] und Kunz-Rue-
PERT [5] zur Charakterisierung quasihomogener isolierter Singularititen an. Wir
betrachten reduzierte Kurvensingularitéiten beliebiger Einbettungsdimension und
zeigen, dall GORENSTEIN Kurvensingularititen genau dann quasihomogen sind,
wenn MrLxorzahl und Dericyezahl (zur Definition s. u.) iibereinstimmen. Die
Berechnung vieler Beispiele hat gezeigt, dall dies zumindest fiir Kurven, die in
parametrisierter Form vorliegen, ein effektives numerisches Kriterium ist.

Sei (X, O)c (€™, O) ein komplexer Raumkeim und Oy o der lokale Ring. (X, O)

heiflt quasihomogen, falls es einen Isomorphismus von éx,o auf C[jxy, ..., x,|)J/I
gibt, wobei | ein Ideal ist, das von quasihomogenen Polynomen, die alle das gleiche
Gewicht aber eventuell verschiedene Grade haben, erzeugt wird. Dabei heifit ein
Polynom fe C[xy, ..., x,,] quasihomogen vom Gewicht (wy, ..., w,) und Grad d, w;
und d positive ganze Zahlen, wenn f(A" x, ..., 2"™x,) =A% (X4, ..., X,,) ist fiir alle
2€C und alle (x4, ...., X,;)€ C™. Wir bezeichnen also als quasihomogen solche
Singularitéiten, die eine ,,gute* oder , kontrahierende’* C*-Aktion besitzen.

O. ZariskI charakterisiert in [11] (1966) die (irreduziblen, reduzierten) quasi-
bomogenen ebenen Kurven als diejenigen, deren Differentialmodul maximale
Torsion hat. K. SarTo zeigt in [7] (1971), dal eine isolierte Hyperflichensingulari-
tit (X, O) definiert durch fe C[|x,, ..., X,,[] genau dann quasihomogen ist, falls f
in dem Ideal liegt, das von g—l, e g erzeugt wird, d. h. wenn es eine Derivation
D=}y :TJ:, g;€ C[xy, ..., X,], gibt mit Df =f. (Fiirebene Kurven wurde dies schon

von REIFFEN {6] (1969) gezeigt). In dem Beweis zeigt Sarro implizit, dal sein
Kriterium dquivalent ist zur Existenz eines surjektiven Oy o-Homomorphismus
QX o — >k o, wobei 2% o den Differentialmodul und my o das maximale Ideal von
Ox o bezeichnen. In der letztgenannten Form wurde Sarro’s Kriterium von
G. Scuresa und H. WiesE [8] (1977) auf vollstindige Durchschnitte mit iso-
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lierter Singularitdt und von E. Ku~Nz und W. RuPPERT [5] (1977) auf beliebige
reduzierte Kurvensingularititen verallgemeinert.
Im Hyperflichenfall ist Sarro’s Kriterium dquivalent dazu, dall die MILNOR-

zahl u=pu(X, O')=dim0(*[x,,...,xm]/(f o if—) gleich der TJuriNazahl
ef ¢f

Tex, U ax,

Tex T ex,

n-dimensionaler komplexer Raumkeim mit isolierter Singularitit, (S, O) die Basis
der semiuniversellen Deformation von (X, O) und (E, O) eine glattende Kompo-
nente von (S, O), d. h. eine irreduzible Komponente von (S, O) iiber der die generi-
sche Faser F glatt ist. F heil3t (nach Wahl eines geeigneten Reprisentanten der

semiuniversellen Deformation) MiLxorfaser einer Gliattung von (X, O) und wir
definieren

r=1(X, O)=dim, ([x,, ...,xm]/(/‘ ) ist. Sei allgemein (X, O) ein

u=dimg H,(F, ),
r=dim¢ Ty o=(embdim (S, O)),
e=dim (E, O)

7 ist fiir jede isolierte Singularitat definiert und hangt nur von (X, O) ab. pund e
sind dagegen nur fiir glattbare Singularititen (d.h. es gibt mindestens eine glit-
tende Komponente) definiert und hidngen i. A. von (E, O) ab. Fiir Hyperflichen
stimmen u und 7 mit den oben angegebenen Formeln iiberein. Offensichtlich gilt
unter der Voraussetzung, dafl (X, O) glattbar ist, e=7 genau dann, wenn (X, O)
nicht obstruiert (d. h. (S, O) ist glatt) ist, z. B. fiir vollstindige Durchschnitte.
Die Zahlen u bzw. e lassen sich nach Formeln von BuchwEITZ und GREUEL bzw.
DELIGNE (s. Abschnitt 1) fiir beliebige nicht notwendig glittbare reduzierte
Kurvensingularitdten definieren. sind also Invarianten von (X, O). u heiBt die
MiLxorzahl und e die DELIGNEzahl von (X, O). Das Ziel dieser Arbeit ist der
Beweis des folgenden Satzes:

Satz. Sei (X, O) eine reduzierte GORENSTEIN Kurvensingularitit. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:
i) (X, O) ist quasihomogen
i) Qx o hat maximale Torsion (5. Abschnitt 1)

1) u(X, O)=e(X. O).

Fiir irreduzijble, glattbare Kurven wurde dieses Resultat bereits von GREUEL
in [3] bzw. unabhéngig davon in dquivalenter Formulierung von WavLpi [10] ge-
zeigt. Fir den Beweis des Satzes, den wir in Abschnitt 2 bringen, verwenden wir
wesentlich das Kriterium von Kunz und Ruprert. In Abschnitt 1 definieren wir
die wesentlichen Invarianten'und in Abschnitt 3 illustrieren wir an einem Beispiel
die Notwendigkeit der Voraussetzungen des Satzes und formulieren einige Pro-
bleme und Vermutungen. :

Nach Fertigstellung des Manuskriptes erhielten 'wir die Nachricht, daf3
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J. WaHL [9] inzwischen ein analoges Resultat fiir 2-dimensionale Singularititen
bewiesen hat. Er zeigt, daf fiir einen 2-dimensionalen vollstandigen Durchschnitt
mit isolierter Singularitit u=7 genau dann gilt, wenn (X, O) quasihomogen ist.
Wie wir im Fall von Kurven, beweist er fiir Flichen eine Verallgemeinerung auf
GORENSTEINsingularitéiten.

Die Arbeit ist im Herbst 1982 wihrend eines Gastaufenthalts des erstgenannten
Autors an der Humboldt-Universitéit in Berlin entstanden. Es ist ihm eine Freude,
sich bei der Humboldt-Universitit fiir die freundliche Einladung und bei den
Mathematikern des Bereichs Algebra fiir die freundschaftliche und anregende
Atmosphére zu bedanken.

1. Vorhereitungen

In diesem Abschnitt sei (X, O)c (€™, O) stets eine reduzierte Kurvensingula-
ritiit. Die im folgenden zusammengestellten Beziehungen zwischen Kurvensingu-
laritdten sind wohlbekannt. Sie ergeben sich aus [1], [3] und im GoreENsTEINfall
grofitenteils auch aus [12].

Die MiLxorzakl von (X, O) ist definiert als

(1.1.) p=u(X, O):=dim¢ (wx,0/dOx o)

(cf. [1]). Dabei ist wyo=Extg 1; (Ox,00 Lem o)

GROTHENDIECK und d: Dx,o—'ﬂ)x,o die Komposition der kanonischen Klasse
ex : Q% 0 ~wx.o (vgl. [1]) mit der universellen Derivation.
Wir bendtigen die folgende konkrete Beschreibung von wy o durch RoOsEN-

ricHT. Sei n: (X, O)—(X, O) die Normalisierung von (X, O) und bezeichne

QZX 0)( O)) die meormorphen Differentialformen auf (X, O) mit Polen hichstens

inn- (O) dann gilt
(1.2)) Oxo="n, {ocE.Qix o)(n“l(O))‘ 2 res,(fa)=0 VYfe Qx,o} .

rER~YO)

der dualisierende Modul von

Die in 1.1 definierte MiLNORzahl verallgemeinert die bekannte MiLNOrzahl ebener
Kurven und hat dhnlich wie dort eine topologische Bedeutung (vgl.[1]). Insbeson-
dere gilt
{1.3.) p=20—-r+1,

~wobei d =dim¢ 7,90 %6,/ L (x,0) und r die Anzahl der irreduziblen Komponenten von

(X, O) ist.

Die DeLIgNEZahl von (X, O) ist definiert als
(1.4.) e=e(X, 0):=36—-m,,
wobei m,=dimc Hom, D - 6)(1@*{21){0) 1,0 o))/Home’o(Qko, Oxo) ist. Ist
(X, O) glittbar, so gilt nach DELIGNE [2] e =dim (E, O) fiir jede gléttende Kompo-
nente (S, O) der Basis der semiuniversellen Deformation von (X, O).
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Die Einbettungsdimension 7 =emb dim (S, O) heifit TsvriNAzahl von (X, O),
und es ist
(1.5.) r=dimg Ty o=dimg Exty, (2x0. Ox0) -

Wie schon in der Einleitung erwéhnt, gilt unter der Voraussetzung, daf} (X, O)
glattbar ist,

(1.6.) (X, O)=e(X, O) und
X, O)=e(X, O)= (X, O) nicht obstruiert.
In [3] wurden verschiedene dquivalente Formeln zu 1.4  angegeben (vgl. auch

[12]). Daraus ergibt sich unter der zusétzlichen Verwendung, dafl3 (X, O) GOREN-
STEIN ist, die Formel

(1.7.) e = p-dimg (2 o/dOx 0+ T2x 0)
wobei TQ% o den Torsionsuntermodul von Q% o bezeichnet. Insbesondere gilt in

diesem Fall g —e =0 und die Differenz ist nichts anderes als die 1. Kohomologie-
gruppe des modifizierten POINCARE-Komplexes

(1.8.) Q50 =2%0/T%0:
(1.9.) H‘(éx,o) =0 0/dOx 0+ T o ,

wobei TQx o den Torsionsunterkomplex von Qo bezeichnet. Da (X, O) redu-
ziert ist, gilt

(1.10)  dOxoNTR%o=0,

(1.11.)  HYQxo)=C,

und die kanonische Abbildung

(1.12)) T 0+ 2% 0/dOx 0

ist eine Injektion endlich dimensionaler C-Vektorriume. Wir setzen
(1.13.) 7' =7'(X, O):=dim¢ TQ% o

(1.14.) p'=p' (X, O):=dim¢ Q% 0/dOx o

und sagen, daBl Q5 o maximale Torsion bestzt, falls

(1.15.) (X, O)=p'(X, O)

gilt. ‘

Da die Garbe Qx auf X-{O} lokal frei ist, gilt T} o =H},,(2%), wobei Hig,(—)
die lokale Kohomologie bezeichne. Nach dem lokalen Dualitétssatz von GROTHEN-
DIECK gilt aber dimg Hig)(2%) =dim¢ Exth (2% 0, Ox,0)=7(X, O). Wir erhalten
somit fir eine reduzierte GORENSTEIN Kurve (X, O)

(1.16.) (X, O)=1'(X, O) .
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Fiir beliebiges reduziertes (X, O) gibt es die exakte Sequenz

0 —’T-Q>1<,o "Q;(,o/ d Qx, fo} ‘cx—’mx,o/ de,o - wo,x/ CX(‘Q)l(,O) -0.
Wie in [1] setzen wir '
(1.17.)  A=4X, O):=dim¢ oy o/cx(Qx o) -
Aus 1.16 und 1.7 folgt fir (X, O) GORENSTEIN
(1.18.) e=p—p +1'=24.

2. Quasihomogene GorexstENsingularititen

Wir beweisen jetzt den in der Einleitung angekiindigten Satz.

2.1. Satz. Se: (X, O) eine reduzierte GORENSTEIN Kurvensingularitit. Die fol-
genden Aussagen sind dguivalent:
1) (X, O) ist quasihomogen
2) (X, O)=¢(X, O),
3) u(X, 0)=i(X, O),
4y (X, O)=p'(X, O),
5) Der modifizierte POINCARE-Komplex
O~ C~Dyo—s Ay o0
18t exakt,
(6) Es gibt einen surjektiven Ox o-Homomorphismus von 5 o auf Mx o,

(
(
(
(
(

2.2. Korollar, Ist (X, O) zusdtzlich glitthar und nicht obstruiert, (z. B. vollstin-
diger Durchschnitt oder von der Einbettungsdimension =4) dann ist (X, O) genau
dann quasihomogen, wenn p=1 gilt.

Beweis des Satzes.

(1) =(2) siehe [3] Theorem 2.5 (3).

(2) <(3) siehe 1.18

(3) <(4) siehe 1.18

(4) ©(b) siehe 1.9, 1.11, 1.12

(6) <«(1) ist das Kriterium von Ku~Nz und RuppErT [5].

Als letztes zeigen wir die Implikation (5)=(6). Sei O=0xo, M=Mxo,
O =n*9(x—o): & C{t;}, m das Jacobsonradikal von 90, Q=0 0, 2=n,0"__ und
Q) =1

_ #7(X,0)
sei K der Quotientenring von O.
Wir miissen zeigen, daB} es unter der Voraussetzung d + T2 =0 einen surjek-
tiven O-Homomorphismus 2 ~m gibt, d. h. einen O-Isomorphismus Q/TQ 5> m.
Dazu betten wir mittels der Abbildung @ : 2® K —~ K, definiert durch d¢;®¢;, die
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uns interessierenden Moduln in X ein und zeigen, dal} es einen £-Isomorphismus
von ®(Q)=: M auf m gibt. Wir benutzen die Beschreibung des dualisierenden
Moduls o :=wx o={gdtc 2R K | ves (f- gdt)=0Vfc O} (vgl. 1.2.), wobei wir zur
Abkiirzung

gt =(g,(t)). ... g(t,)) (dty, ... dt)= Y g,

i=1

und res (g): =rves (g - dt) = 2 res (g, dt;) setzen. Nach Definition von @ ist

i=l
t1Q(w)={gc K | res (f- g)=0Vfe T} .
Da £ GORENSTEIN’sch ist, gibt es ein Q-Erzeugendes f={f1 ..., f;) des Konduk-
torideals von £ < £ mit
fim1D(w)=C (vgl. [3]).

Nach Voraussetzung ist nun M =®d(d ). Wir zeigen, dall es Einheiten u;c C{t;}
gibt, u=(u,, ..., u,), mit uM =m. Die Multiplikation mit « liefert uns dann den ge-
wiinschten £-Isomorphismus M -5 m.

Zuniéchst wollen wir uns itberlegen, da8 es geniigt, Einheiten u; zu konstruie-
ren, so daf}

J M f 10 =t"'P(w) .
In diesem Fall ist zunéichst um Sm, da nach Definition von ® M Sm ist. Weiter-
hin ist dim¢o m/uM =dime m/M =dimy Q/dD, weil dO 4+ TR =0 ist und

dim¢ Pd/D =dim¢ 0/dD —dime w/@=p—o

(weil die Folge 0 - 2/dL ~w/dL —w/92 ~0 exakt ist). Andererseits ist dim¢ m/m=
=8 ~r+1=u—4,d. h dime m/uM =dime m/m. Wegen uM & m folgt daher uM =
=m. Wenn nun fiir ein 2¢O

fluM ct=1Q(w)
ist, mufl wegen t=1P(w)={gc K | res (hg)=0Vhec L}

dg
res (f‘lukt %)zO

dg |
sein fiir alle A, g€ O, (M-—— {t ZZZ | g€ D}) Nun ist dO+TR=0, d. h.dD ist ein
|

d dj
£-Modul und damit At ;Z'?=t }}? fir ein ge £. Es ist also f~1uM ct~ 1P(w), wenn

A
res | f 'utrd—tf =0

ist fiir alle g€ £ (dabei geniigt es natiirlich g€ m zu betre‘whten).
Wir zeigen nun, daf} es Einheiten %, ..., %, gibt, so daf}

L Ay,
res (ff—[uit 7?‘) =res (f7'g:)
ar;
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ist fiir alle ¢ m. Dann ist insbesondere mit = (uq, ..., %,)
res (f‘1 ut Eig) =res(f1g)
dt g

und da fi€t~1®(w) ist, d. h. res (f~1g)=0 fiir alle g€¢m, erhalten wir das ge-
wiinschte Resultat.
Sei nun

fit= 2] vits

j=0

a;+7

Wir kénnen annehmen, daB «;>1 ist.
Wir definieren

Yt 0zjen—1

Vigi=ya—)—1

Vi fiir j =u;— 1.
Dann gibt es sicherlich Einheiten «; so dafl
- L et
wft= )t

j=0

Ist nun g={(gy, ..., ¢,) € und

=0
dann gilt

res (fi'g))= ‘zZ:) Vit

7'+l—9;i:~m,-=1
und
—1 dgl. ‘ ~
res |u;fi 't,—-]= 2 P (mi+1) ay
dt; =0

JHl—a;+m;=1

= 2, Vi (¢;—j—1) ay
=0
jhl—ay+my=—1

=res (fi—igi) .

Damit ist der Satz vollstindig bewiesen.

3. Bemerkungen und Probleme

Wir geben zunichst ein Beispiel fiir eine reduzierte Kurvensingularitit (X, O)
mit folgenden Eigenschaften
(1) (X, O) ist vollstindiger Durchschnitt
(2) p>r=e
9 Math. Nachr., Bd. 124
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(3) alle Zweige sind nicht Gorensteinsch und nicht quasihomogen,

!

(4) fir alle Zweige gilt p=e=7 und "=y’

Das Beispiel zeigt, dal} die Voraussetzung GORENSTEIN in Satz 2.1 notwendig
ist und dall man sich bei der Untersuchung der in der Arbeit betrachteten Pro-
bleme nicht auf die Untersuchung der einzelnen Zweige beschrinken kann.

Unser Beispielist der vollstindige Durchschnitt (X, O) c (€3, O)definiert durch
die Polynome x6—y3 und z3—y (x+y)3. (X, O) ist semiquasihomogen mit den
quasihomogenen Anfangsformen x%—y5 und z3+yx3 vom Gewicht (5, 6, 7) und
Grad 30 bzw. 21. Dann ist u(X, O)=100 (vgl. [4]). Eine leichte Rechnung zeigt,
dafB (X, O) drei zueinander isomorphe Zweige (X,, O) mit der Parametrisierung
x=t5, y=1tb,z=¢ (t748), e3=1 hat. Die Zweige sind nicht GORENSTEIN und nicht
quasihomogen (vgl. [3]). Insbesondere ist (X, O) nicht quasihomogen und es gilt
p(X, O)=1(X, O)=¢e(X, O)=94. Fiir die einzelnen Zweige gilt p=e=7=12.

Sind die dquivalenten Bedingungen von Satz 2.1 erfiillt, so folgt, dal} fiir
(X, O)c (€™, O) der gewohnliche Porncart-Komplex

O-C~Oyo-> Qo> ..~ Q2 o—0
exakt ist. Fiir isolierte Hyperflichensingularititen folgt aus dem Resultat von
Sarro und aus Ergebnissen von BRIESKORN und SEBASTIANT (vgl. [7]), daf} die
Exaktheit des PoiNcargi-Komplexes #dquivalent zur Quasihomogenitiat ist. Es
stellt sich also

Problem 1. Impliziert unter den Voraussetzungen von Satz 2.1 die Exaktheit
des PorncarE-Komplexes die Quasihomogenitat?

Es gibt Anzeichen dafiir, dafl dies eventuell nicht der Fall ist. In Dimension 2
gibt es solche Beispiele. Fiir die Flachensingularitat definiert durch

X2+ y2+uv, U+ v3i4 xy
gilt p=7"=8 und 7="7, aber der PorxcarE-Komplex ist exakt:

Man rechnet nach, dall dim Q4=1, dim 23=9 ist. Da y=1"ist, ist der Komplex
O exakt. Is reicht deshalb aus, die Exaktheit von 702" zu zeigen. Wegen [6] ist

T2 TR TR0 exakt.

I l
Q3 Ok

Da dQ2=dTQ? (' ist exakt) und dim dQ?=dim dQ3 —dim Q4 folgt die Behaup-
tung.

Satz 2.1 gibt eine numerische Charakterisierung quasihomogener GOREN-
sTEINsingularititen. Es stellt sich die Frage, ob eine numerische Charakterisierung
fiir Nicht-GorEnsTEINkurven existiert. Dazu bemerken wir, dafl in [3] gezeigt
wurde, dai fiir eine beliebige reduzierte quasihomogene Kurvensingularitit
(X, O) gilt:

e=pu+t—1,
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wobei t=t(X,h0) =dim¢ (wx o/Mwy o) der CoREN-MacaxNry Typ von (X, O) ist.
Es ist t=1 genau dann, wenn (X, O) GORENSTEIN ist.

Problem 2. Gilt stets e=u+¢—1? Wir vermuten dies zumindest fiir glittbare
Kurvensingularitéiten.

Problem 3. Impliziert e=p+¢—1, dafi (X, O) quasihomogen ist?
In [3] remark 2.6 (2) wurde gezeigt, daBB die Antwort auf Problem 2 und 3 ,,ja‘

ist, falls (X, O) irreduzibel ist und fiir die zu (X, O) gehorige monomiale Kurve
t=2 gilt.
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