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0. Einladung 

Die vorliegenden Untersuchungen schlieljen sich an  die Arbeiten von 
ZARISRI [i l l ,  REIFFEN [6], K. SAITO [7], SCHEJA-WIEBE [S] und KUNZ-RUP- 
PERT [ 5 ]  zur Charakterisierung quasihomogener isolierter Singularitaten an. Wir 
betrachten reduzierte Kurvensingularitaten beliebiger Einbettungsdimension und 
zeigen, dai3 GORENSTEIN Kurvensingularitaten genau dann quasihomogen sind, 
wenn MrLNoRzahl und DELIGNEzahl (zur Definition s. u.) iibereinstimmen. Die 
Berechnung vieler Beispiele hat gezeigt, daB dies zumindest fur Kurven, die in 
parametrisierter Form vorliegen, ein effektives numerisches Kriterium ist. 

Sei (X, O)c(C", 0) ein komplexerRaumkeim und Dx,o der IokaleRing. (X, 0) 
heiljt quasihomogen, falls es einen Isomorphismus von Dx,o auf C[/xi, ..., %]]/I 
gibt, wobei I ein Ideal ist, das von quasihomogenen Polynomen, die alle das gleiche 
Gewicht aber eventuell verschiedene Grade haben, erzeugt wird. Dabei heifit ein 
Polynom f E C[xl, ..., x,] quasihomogen vom Gewicht (wi, ..., w,) und Grad d, wi 
und d positive ganze Zahlen, wennf(Awlxl, ..., Awmxm)=Av(xi, ..., G) ist fur alle 
AcC und alle (xi, ...., x,)EC". Wir bezeichnen also als quasihomogen solche 
Singularitaten, die eine ,,gute" oder ,,kontrahierende" C*-Aktion besitzen. 

0. ZARISRI charakterisiert in [l l)  (1966) die (irreduziblen, reduzierten) quasi- 
homogenen ebenen Kurven als diejenigen, deren Differentialmodul maximale 
Torsion hat. K. SAITO zeigt in [7] (1971), dalj eine isolierte Hyperflachensingulari- 
tat (X, 0) definiert durchfe C[(xl, ..., x,l] genau dann quasihomogen ist, falls f 

in dem Ideal liegt, das von -, ..., -~ erzeugt wird, d. h. wenn es eine Derivation 

D = c g ,  -, g i €  C[xl, ..., x,], gibt mit Df=f. (Furebene Kurven wurdediesschon 

von REIFFEN [6] (1969) gezeigt). In  dem Beweis zeigt SAITO implizit, daB sein 
Kriterium aquivalent ist zur Existenz eines surjektiven Dx,o-Homomorphismus 
Qi,o - =-mx,O, wobei Sz;,, den Differentialmodul und mx,o das maximale Ideal von 
ax,o bezeichnen. I n  der letztgenannten Form wurde SAITO'S Kriterium von 
G. SCHEJA und H. WIEBE [8] (1977) auf vollstiindige Durchschnitte mit iso- 
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lierter Singularitat und von E. Kuwz und \V. RUPPERT [;TI (1977) auf beliebige 
reduzierte Kurvensingularitaten verallgemeinert. 

Im Hyperflachenfall ist SAI*ro's Kriterium aquivalent dazu, daB die MILNOR- 

zahl p =p(X,  O)=dimc('[x,, ..., x,]/ 5) gleich der T.JURINAzah1 
fix, F x ,  

, ..., ) ist. Sei allgemein (x, 0) ein i'f 
i-x, %x,, 

z = z ( X ,  O)=dinic('[x,, ..., x,]/(f, 

w-dimensionaler komplexer Raunikeim mit isolierter Singularitat, (S ,  0) die Basis 
der semiunive~ellen Deformation von (X,  0) und (E, 0) eirie glattende Kompo- 
nente von (S, 0), d. h. eine irreduzible Komponente von (S ,  0)  uber der die generi- 
sche Faser F glatt ist. F heiljt (nach \Vahl eines geeigneten Repasentanten der 
semiuniversellen Deformation) MImoRfaser einer Glkttung von (X,  0) urid wir 
defin ieren 

p =dim, H,( F, t') , 
 dim, Tk,o=(embdim (S, 0)) , 
e=dini (E ,  0) 

z ist fur jede isnlierte Singularitat definiert und hiingt nur von (X,  0) ah .  i c  und e 
sind tlagegen nur fur glilttbare Singularitaten (d. h. es gibt mindestens eine glat- 
tende Kornponente) definiert iind hangen i. A.  von (E, 0) ab. Fur Hyperflachen 
stimmen p und T mit den oben angegebenen Forineln uberein. Offensichtlich gilt 
unter der Voraus~etzung, daW (X, 0) gk t tba r  ist, e =t genau dnnn, wenn (X, 0) 
nicht obstruiert (d. h. (S, 0) ist glatt) ist, z. R. fur vollstandige Durchsohnitte. 
Die Zahlen p bzw. e lassen sich nach Formeln von BUCHWEITZ und GREUEL bzw. 
DELIGNE (s. Abschnitt 1 )  fur beliebige iiicht notwendig glattbare reduzierte 
Kurvensingularitaten definieren. Rind also Invarianten von (X, 0). p h e i k  die 
MILxORzah~ und e die DmxsEzah l  yon (X, 0). Das Ziel dieser Arbeit ist der 
Beweis des folgenden Satzes : 

Sstz. S e i  (X,  0) eine reduaierte GORESS~EIS h'icl.veizsinyulnritat. Daiiii sind die 
folgenden -4 ussayen aquivnle nt : 

i) ( X ,  0) ist  quasihomoyen 
i i )  f2k,o hat  rnaxijnale Torsion (s. Ahchni t t  1 )  
iii) ic(X, O ) = e ( X .  0). 

Fur irreduzible. glattbare Kurven wurde dieses Resultat bereits von GREUEL 
i n  [3] hzw. unabhangig dnvon in aquivnlenter Formulierung von \YALL)I [lo] ge- 
zeigt. Fur den Beweis des Satzes. den wir in Abschnitt 2 bringen. ~erwenden wir 
wesentlich das Kriterium von K ~ N Z  und R1:Iwm'r. In Abschriitt 1 definieren wir 
die wesentlichen Invarianten und in A1)schnitt 3 illustrieren wir an  einein Beispiel 
die Not wendigkeit der Voraussetzungen des Satzes u n d  formulieren einige Pro- 
hle me und Yermutungen. 

Nach Fertigstellung des 3Januskriptes erhielten wir die Nachricht, dalJ 
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J. WAHL [9] inzwischen ein analoges Resultat fur 2-dimensionale Singularitaten 
bewiesen hat. Er zeigt, da0 fur einen %dimensionalen vollstandigen Durchschnitt 
mit isolierter Singularitat p = z  genau dann gilt, wenn (X, 0) quasihomogen ist. 
Wie wir im Fall von Kurven, beweist er fur Flachen eine Verallgemeinerung auf 
GoRENSTEINSingUlaritaten. 

Die Arbeit ist im Herbst 1982 wahrend eines Gastaufenthalts des erstgenannten 
Autors an der Humboldt-Universitat in Berlin entstanden. Es ist ihm eine Freude, 
sich bei der Humboldt-Universitat fur die freundliche Einladung und bei den 
Mathematikern des Bereichs Algebra fur die freundschaftliche und anregende 
Atmosphare zu bedanken. 

1. Vorbereitungen 

In diesem Abschnitt sei (X, 0) c (C", 0) stets eine reduzierte Kurvensingula- 
ritat. Die im folgenden zusammengestellten Bezjehungen zwischen Kurvensingu- 
larkaten sind wohlbekannt. Sie ergeben sich aus [l], [3] und im GORENSTEINfa11 
grogtenteils auch aus [12]. 

(1.1.) p = p ( X ,  0): =dimc (w,o/dDx,o) 

(cf. [l]). Dabei ist (Dx,o, Q:m,o) der dualisierende Modul von 

GROTHENDIECK und d : Dx,o -wx,o die Komposition der kanonischen Klasse 
cx : Qk,, +ox,o (vgl. [l]) mit der universellen Derivation. 

Wir beniStigen die folgende konkrete Beschreibung von C D ~ , ~  durch ROSEN- 
LIGHT. Sei n : (X, 0) +(X, 0) die Normalisierung von (X, 0) und bezeichne 
Q1 - (n-l(O)) die meormorphen Differentialformen auf (X, 0) mitPolen hochstens 
(KO) 

in n-'(O), dann gilt 

Die M I L N O R Z ~ ~  von (X, 0) ist definiert als 

ExtE-' 
C",O 

- -~ 

(1.2.) wx,o=n:, {aEQ:i(lo,(n-'(0)) 1 c resp(,ba)=O V E D X , O J  * 
P € W ' ( O )  

Die in 1.1 definierte MImoRzahl verallgemeinert die bekannte MILNoRzahl ebener 
Kurven und hat ahnlich wie dort eine topologische Bedeutung (vgl. [l]). Insbeson- 
dere gilt 
(1.3.) p=22S-r+1, 

- wohei 6 =dim, n , ~ D ~ ~ ~ , / Q ( x , o ,  und r die Anzahl der irreduziblen Komponenten von 
(X, 0) ist. 

Die DELIGNEzahI von (x, 0)  ist definiert als 

(1.4.) e=e(X, 0 ) : = 3 8 - m , ,  

wohei m,=dim, Hom,~s3,x~O~(n:PSZ(X,o~, I 9%:: D,xo,)/Hom,,,o(SZ~,o, Dx,o) ist. 1st 
(X, 0) glattbar, so gilt nach DELICNE [2] e =dim (E, 0) fur jede glattende Kompo- 
nente (S, 0) der Basis der semiuniversellen Deformation von (X, 0). 
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Die Einbettungsdimension z=emb dim (S, 0) heifit TJuRINAzahl von (X, 0), 
und es ist 

(1  5.) z=dimc Tk,,_dim, E X ~ ~ , , , ( Q ~ , ~ ,  . 

Wie schon in der Einleitung erwahnt, gilt unter der Voraussetzung, dal3 (X, 0) 
glattbar ist, 

(1.6.)  z(X, O)ze(X, 0) und 

z(X, 0) =e(X, O)#(X, 0)  nicht obstruiert. 

In  [3] wurden verschiedene aquivalente Formeln zu 1.4 angegeben (vgl. auch 
[la]). Daraus ergibt sich unter der zusatzlichen Verwendung, dalj (X, 0) GOREN- 
STEIN ist, die Formel 

(1.7.)  e=p-dim, (Qk,o/dDx,o+TQ:,o) 

wobei TQS,, den Torsionsuntermodul von QnpX,o bezeichnet. Insbesondere gilt in 
diesem Fall p - e  z 0 und die Differenz ist nichts anderes als die 1.  Kohomologie- 
gruppe des modifizierten PoINcARi-Komplexes 

I 

(1.8.) Qk,o : = Qk,o/Tl2k,o : 

(1.9.) 

wobei TQk,o den Torsionsunterkomplex von Qk,o bezeichnet. Da (X, 0) redu- 
ziert jst, gilt 

(1.10.) 

H1(IZk,o) = Qk,o/dDx,o + TQk,o , 

d & o  n TQ$, = 0 , 
(1 .11 . )  Bo(12x,o)=c, 

und die kanonische Abbildung 

(1.12.) TQ&,o+Qi,o/dD)x,o 

ist eine Injektion endlich dimensionaler C-Vektorraume. Wir setzen 

(1.13.) t’=z’(X, 0): =dimc TQk,, 

(1.14.) p’=p’ (X,  0):=dim,12~,o/dDx,o 

und sagen, dalj Q&,o maximale Torsion bestzt, falls 

(1.15.) t ’ ( X ,  o ) = p ’ ( X ,  0 )  

gilt. 
Da die Garbe Qk auf X-(0) lokal frei ist, gilt TQ;,, = H[o)(12i), wobei Hio}(-) 

die lokale Kohomologie bezeichne. Nach dem lokalen Dualitatssatz von GROTHEN- 
DIECK gilt aber dim, HZo}(Qi) =dimc Ext$xo(Q;,o, Dx,o) =z(X, 0). Wir erhalten 
somit fur eine reduzierte GORENSTEIN Kurve (X, 0) 
(1.16.) z(X, 0) =z’(x, 0) . 
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Fur beliebiges reduziertes (X, 0) gibt es die exakte Sequenz 
CX 

0 -TQA,o -GC,o/dDx,o -wx,o/dE)x,o +wo,x/cx(Qk,o) -0 - 
Wie in [ 11 setzen wir 

(1.17.)  A = A ( X ,  O):=dim, ~x,o/cx(D~,o) . 
Aus 1.16 und 1.7 folgt fur (X, 0) GORENSTEIN 
(1.18.) e=p-p '+T'=I .  

2. Quasihomogene GoRENsTnNsingularitaten 

Wir beweisen jetzt den in der Einleitung angekundigten Satz. 

2.1. Satz. Sei ( X ,  0)  eine reduxierte GORENSTEIN Kurvensingularitdt. Die fol- 
genden Aussagen sind upuivalent: 

(1) (X, 0) ist quasihomogen 
(2)  p0C O ) = e ( X ,  O),  
(3) p ( X ,  O ) = W ,  0 ) s  
(4) z'o(, O ) = p ' ( X ,  01, 
( 5 )  Der modifizierte PoINcAR&XompZex 

a -  0 + c + Dx,o+ Sz;,, -0 
ist exakt, 

( 6 )  Es gibt einen surjektiven Dx,o-Homomorphismus von Di,o auf mxao. 
2.2. Korollar. 1st ( X ,  0) zusutzlich gltittbar und nicht obstruiert, (2. B. voZ2stiin- 

diger Durchschnitt oder von der Einbettungsdimension 54) dann ist (X, 0) genaw 
dunn quasihomogen, wenn p = t gilt. 

Beweis  des Satzes. 

(1) 
(2) ~ ( 3 )  siehe 1.18 
(3) ~ ( 4 )  siehe 1.18 
(4) 
(6) 

3 ( 2 )  siehe [3] Theorem 2.5 (3).  

~ ( 5 )  siehe 1.9, 1.11, 1.12 
e ( 1 )  ist das Kriterium von KUKZ und RUPPERT [ 5 ] .  

Als letztes zeigen wir die Implikation (5)*(6). Sei D= Dx,o, m=mx,o, 

? ~ = T L ~ D ( ~ ~ , = = ~ ~ ~ C { ~ J ,  5 das Jacobsonradikal von D, D=Di,,, Q=n. + D1- (KO) und 

sei K der Quotientenring von Q. 
Wir miissen zeigen, daB es unter der Voraussetzung d D + TQ = D einen surjek- 

tiven a-Homomorphismus D -+m gibt, d .  h. einen DIsomorphismus Q/TD 7 m. 
Dazu betten wir mittels der Abbildung @ : K -K,  definiert durch dti@ti, die 

- - 

- 
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uns interessierenden Moduln in K ein und zeigen, daI3 es einen D-Isomorphismus 
von @(Q)= : M auf m gibt. Wir benutzen die Beschreibung des dualisierenden 
Moduls cu:=wx , ,= (gd tED@K 1 res ( f -  gd t )=OV ' fED)  (vgl. 1.2.), wobei wir zur 
Abkiirzung 

r 

g d t = ( g , ( f h  .... g,(t,)) (d t , ,  *.., 2 98% 
1 = 1  

r 
und res (g) : = res (g - dt) = res (g,dt,) setzen. Nach Definition von @ ist 

2 3 1  

t - I@(w)=(gcK 1 res ( f - q ) = o V f c C } .  
- 

Da C GORENSTEIN'sch ist, gibt es ein C-Erzeugendes f =  (f,, ..., f,.) des Konduk- 
torideals von @cC mit 

ft-1 @ ( w )  = 5 

- 

(vgl. [3]) . 
Nach Voraussetzung ist nun M=@(dC).  n'ir zeigen, daIj es Einheiten u,E C(t,} 
gibt, u =  (uI ,  ..., uT),  mit u M = m .  Die hlultiplikation mit u liefert uns dann den ge- 
wiinschten C-Isomorphismus M G  m. 

Zunachst wollen wir uns iiberlegen, daB es geniigt, Einheiten u, zu konstruie- 
ren, so daB 

In diesem Fall ist zuniichst urn 
hill ist dim, $uM=dim, m/M=dim, Q/dQ,  weil dQ+TL?=L? ist und 

f - luMsf- 'C  = t - I @ ( t u )  . 
m, da nach Definition von @ M G ist. Weiter- 

dim, Dd/Q=dim, o/dD-dim, w/Q==,-6 
- 

(weil die Folge 0 +D/dC +w/dE -w/Q -0 exakt ist). Andererseits ist dim, m/m= 
= 6 - r + l = p - 6 , d . h .  dim,i$uM=dim,G/m.Wegen - uMSmfolgt  daheruM= 
=m. Wenn nun fur ein uE D 

ist,mufi wegen t - 3 @ ( c o ) = ( g ~ K  I res (hgl=OVhEC} 
f - luM c t - l @ ( w )  

sein fur alle h, gED, . Nun ist d9+TTS2=9, d. h. d 9  ist ein 

D-Modul und damit ht - = t  -- fur ein i j ~  6. Es ist aIs0f-"1C11~ct-'dj(rU), wenn dg do .. 
dt dt 

ist fur alle gE C (dabei genugt es natiirlich g c  M zu betrachten) 
U'ir zeigen nun, daB es Einheiten u l ,  ..., u, gibt, so daB 
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ist fur alle gEm. Dann ist insbesondere mit u=(ui,  ..., u,) 

res f-1 ut -- =res (f-1s) ( 2) 
und da f-IEt-l@(w) ist, d. h. res ( f - I g ) = O  fur alle gem, erhalten wir das ge- 
wunschte Resultat. 

Sei nun 

Wir konnen annehmen, da13 u,>1 ist. 
Wir definieren 

fur 0 s j < u % - - 1  

fur j s a i - l .  

Dann gibt es sicherlich Einheiten u, SO da13 

1st nun g=(g i ,  ..., g,)Em und 

dann gilt 

und 

=re8 ( fF1gi) . 
Dainit ist' der Satz vollstandig bewiesen. 

3. Bemerkungen und Probleme 

N'ir geben zunachst ein Beispiel fur eine reduzierte Kurvensingularitat (X, 0) 
mit folgenden Eigenschaften 
(1) (X, 0) ist vollstandiger Durchschnitt 
(2) t r= -Z=e  

9 Math. Nachr., Bd. 124 
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(3) alle Zweige sind nicht Gorenst,einsch und nicht quasihomogen, 
(4) fur alle Zweige gilt p = e  =z und z' = p'. 

Das Beispiel zeigt, daB die Voraussetzung GORENSTEIN in Satz 2.1 notwendig 
ist und daS man sich bei der Untersuchung der in der Arbeit betrachteten Pro- 
bleme nicht auf die Untersuchung der einzelnen Zweige beschranken kann. 

Unser Beispielist der vollstaridige Durchschnitt (X, 0)  c (CJ, 0) definiert durch 
die Polynome xG-yj und 23-y (x+y)s. (X, 0) ist semiquasihoinogen mit den 
quasihomogenen Anfangsformen x6 - ys und 2 3  + yx:' vom Gewicht (5, 6, 7)  und 
Grad 30 bzw. 21. Dann ist p(X, 0) = 100 (vgl. [4]). Eine leichte Rechnung zeigt, 
dal3 (X, 0) drei zueinander isomorphe Zweige (XE, 0) mit der Parametrisierung 
x =ti, y = t G ,  z = e ( t 7 +  cs), ~ 3 =  1 hat. Die Zweige sind nicht GORENSTEIN und nicht 
quasihomogen (vgl. [3]). Insbesondere ist (X, 0)  nicht quasihomogen und es gilt 
p(X, O)>z(X, O)=e(X, 0)=94 .  Fur die einzelnen Zweige gilt p=e=t=i2. 

Sind die aquivalenten Bedingungen von Satz 2.1 erfiiIlt, so folgt, da13 fur 
(x, 0)  c (c", 0) der gewohnliche PoINcARk-Komplex 

.l d 
0+C*Qx,, + Qk,,+ ...-Q,",,- 0 

exakt ist. Fur isoliert,e Hyperflachensingulasitaten folgt aus dem Resultat von 
SAITO und aus Ergebnissen von BRIESKORN und SEBASTIANI (vgl. [7]), da13 die 
Exaktheit des ~oINcAR~-Komp~exes ayuivalent zur Quasihomogenitat ist. Es 
stellt sich also 

Problem 1. Impliziert unter den Vorausset'zungen von Satz 2.1 die Exaktheit 

Es gibt Anzeichen dafur, daB dies eventuell nicht der Fall ist. In Dimension 2 
des POINCARE-Komplexes die Quasihomogenitiit ? 

gibt es solche Beispiele. Fur die Flachensingularitat definiert durch 

x2+y2+uv, u'2+v3+xy 

gilt p =t' = 8 und z = 7 ,  aber der PoINCAR&-Komplex ist exakt : 
Man rechnet nach, daB dim QG = 1, dim 0:' = 9 ist . Da p =t' ist , ist der Komplex 

exakt. Es reicht deshalb aus, die Exaktheit von TO' zu zeigen. Wegen [6] ist 

TQ2-TQ3-TQ4-0 exakt . 
II I1 

Q:3 Qh 

Da dQZ=dTG (a' ist exakt) und dim dL??=dirn dQ:J-dim L ? G  folgt die Behaup- 
tung. 

Satz 2.1 gibt eine numerische Charakterisierung quasihomogener GOREN- 
sTEINsingularitften. Es stellt sich die Frage, ob eine numerische Charakterisierung 
fur Nicht-GORENSrEINkurven existiert. Dazu bemerken wir, daB in [3] gezeigt 
wurde, da(3 fur eine beliebige reduzierte quasihoinogene Kurvensingularitiit 
(X, 0) gilt: 

e=p+t-1, 
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wobei t= t (X,hO) =dim, (cox,o/mcox,o) der COHEN-MACANLY Tpp voii (X, 0) ist. 
Es ist t = 1 genau dann, wenn (X, 0) GORENSTEIN ist. 

Problem 2. Gilt stets e s p + t -  11 \Vir vermuten dies zumindest fur glattbare 

Problem 3. Impliziert e = p + t - I ,  dal3 (X, 0) quasihomogen ist '2 
In  [3] remark 2.6 ( 2 )  wurde gezeigt, daB die Antwort auf Problem 2 und 3 ,,ja" 

ist, falls (X, 0) irreduzibel ist und fur die zu (X, 0) gehorige monomiale Kurve 
t s 2 gilt. 

Kurvensingularitaten. 
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