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1. Einleitung 

Sei A ein lokaler noetherscher  Ring, _m das Maximalideal von A, A die Komplet -  
t ierung yon A und A h die Henselisierung. In dieser Arbeit folgen wir einer Idee 
von M. Artin, die er auf dem internationalen Mathematikkongrel3 1970 in Nice 
vorgetragen hat:  Man untersuche Ringe mit folgender Eigenschaft:  

Definition. A ist ein Ring mit strenger Approximationseigenschaft ,  wenn 
folgendes gilt: 

Seien Y= (111 . . . . .  YN) einige Variable, f =  (fl . . . . .  f,,) ein System von Po lynomen  
aus A [ Y ]  und sei c eine natiirliche Zahl. Dann gibt es eine Funkt ion  0: N - - ~ N  
(N bezeichnet die natiirlichen Zahlen) mit der folgenden Eigenschaft:  

Ffir beliebige f - - ( y l  . . . . .  -YN) aus A N mit 

.f (~) ~ 0 rood m ~ 

existieren y =(Yl . . . .  , Ys) aus A N mit 

f ( y ) = 0  

und 

y - ~  mod_m ~ 

(d.h. y~-y~ m o d m  c fiir alle i). 

Wenn  A ein Ring mit strenger Approximationseigenschaft  ist, wollen wir kurz 
A e S A E  schreiben, bzw. A einen SAE-Ring nennen. 
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In seiner Arbeit [2] konnte Artin zeigen, daB die Henselisierung eines Poly- 
nomenringes fiber einem KSrper in einem Maximalideal ein SAE-Ring ist. 
Wenn A ein henselscher exzellenter diskreter Bewertungsring ist, folgt aus Resul- 
taten yon Greenberg [5], daB A ~SAE ist. Darauf  begrfindet sich die Vermutung 
yon Artin (vgl. [3]), dab die Henselisierung eines Polynomenringes fiber einem 
exzellenten diskreten Bewertungsring in einem Maximalideal ein SAE-Ring ist. 
Dieses Problem konnte yon einem der Autoren gelSst werden (vgl. [11]). 

In unserer Arbeit werden wir nun zun~ichst einige allgemeine Eigenschaften 
yon SAE-Ringen untersuchen. Solche Ringe sind henselseh und universelljapanisch. 
Weiterhin ist jeder Faktorring eines SAE-Ringes ein SAE-Ring. Der Hauptteil 
der Arbeit besteht darin, die SAE-Ringe durch eine schw~ichere Eigenschaft zu 
charakterisieren: 

Definition. A ist ein Ring mit Approximationseigenschaft, wenn folgendes 
gilt: 

Seien Y = (Y1,.. . ,  YN) einige Variable, f = (fl ,  ..-, f,,) ein System yon Polynomen 
aus A [ Y] und sei c eine natiirliche Zahl. 

Wenn fiir ein y =(Yl, --., YN) e~N 

f (~ )=O 

ist, existieren y = (Yl, .--, YN) aus A N mit 

f ( y ) = O  

und 

y - y  mod_m~.  

Wenn A ein Ring mit Approximationseigenschaft ist, wollen wir kurz A~AE 
schreiben, bzw. A einen AE-Ring nennen. 

Das Hauptresultat  unserer Arbeit besteht nun darin nachzuweisen, daft 
A ~ S A E  ist genau dann, wenn A~AE ist 1. 

Damit  ist auch ein Problem gelSst, das Raynaud in seiner Arbeit [13] gestellt 
hat: Sei A ein AE-Ring, f und Y wie zuvor, ~(") eine F olge aus A N mit f (~(")) =-- 0 mod m". 
Gibt es dann eine formale L6sung dieses Gleichungssystems? 

Die eine Richtung der oben genannten )~quivalenz ist trivial, die andere 
Richtung fiihrt man darauf  zuriick, zu zeigen: 

Ein formaler Potenzreihenring R [ [ T  x . . . .  , T,]] fiber einem Cohenring R ist ein 
SAE-Ring. 

Der Beweis folgt der Idee von Artin [2] unter Benutzung einer Verallgemeine- 
rung yon Nerons p-Desingularisierung (vgl. [8]), die im f'tinften Teil der Arbeit 
gegeben wird. Sie stiitzt sich auf Methoden und Ergebnisse aus der Thesis eines 

1 Nach Fertigstellung des Manuskripts haben wir von M. van der Put eine Arbeit zugesandt be- 
kommen, in der f'tir den Fall kompletter lokaler Ringe gleicher Charakteristik das gleiche Resultat 
mit etwas anderen Mitteln bewiesen wird. Wir wollen an dieser Stelle auf diese Arbeit hinweisen: 
M. van ~er Put, A problem on coefficient fields and equations over local rings, erscheint demn~ichst. 
Gteichzeitig wollen wir uns bei Herrn yon der Put bedanken, der uns freundlicherweise auf einen 
Fehler im Manuskript aufmerksam machte. 
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der Autoren, die in [11] publiziert sind. Dort ist die p-Desingularisierung noch 
wesentlich weiter ausgeftihrt. 

Was ist nun der geometrische Hintergrund unserer Fragestellung? Betrachten 
wir einmal folgendes Problem: 

Sei S ein Schema von endlichem Typ fiber einem K6rper oder einem exzel- 
lenten diskreten Bewertungsring. Sei X ein S-Schema von endlichem Typ, V eine 
abgeschlossene Teilmenge von S, so dab der Strukturmorphismus X ~ S einen 
Schnitt s besitzt: 

X - p  ~X 

\ /  
V 

Wann kann man den Schnitt s auf ganz S oder wenigstens auf eine Etalumgebung 
yon V fortsetzen? Das ist ein im allgemeinen recht schwieriges Problem, wenn sich 
der Satz tiber implizite Funktionen nicht anwenden l~iBt, d.h. wenn wir nicht wissen, 
ob p glatt ist. Wir wollen deshalb zus~itzlich fordern, dab sich s tiber einen for- 
malen Schnitt oder einen Schnitt einer durch V definierten infinitesimalen Um- 
gebung hoher Ordnung faktorisieren l~igt: 

X~ v ~S 

V 

(wenn V durch die Idealgarbe J von O2 definiert ist, ist V, durch J" definiert). So 
erhalten wir lokal affin folgende Situation: 

A [ Y]/I  ~ -  A 

A/J 

I definiert ein Gleichungssystem, das mod J" ffir groBe n eine L6sung aus A hat. 
Fortsetzung des Schnittes bedeutet nun eine L6sung aus A zu finden. 

Wir wollen einmal den Spezialfall betrachten, daB V nur aus einem Punkt 
besteht. Die Henselisierung von A in J liefert dann einen Ring, der die strenge 
Approximationseigenschaft hat. Wir kfnnen deshalb eine strenge Etalumgebung 
U von Vfinden, aufdie wir den Schnitt s fortsetzen k6nnen. Solche Fortsetzungen 
werden auch lokale Schnitte bezfiglich der Etaltopologie genannt (vgl. Artin [4]). 

Derartige Untersuchungen finden u.a. Anwendung bei der Algebraisierung 
formaler Deformationen (vgl. zum Beispiel [7]). 
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Durch die Aquivalenz yon AE und SAE erhalten wir eine grq[Je Klasse yon 
Beispielen yon Ringen mit SAE: 

noethersehe komplette lokale Ringe, 

henselsche Abschlieflungen yon Ringen yore endlichen Typ fiber einem K6rper 
oder einem exzellenten diskreten Bewertungsring in einem Maximalideal (vgl. [2], 
[11]), 

konvergente Potenzreihenringe (vgl. [1]), 

henselsche eingeschriinkte Potenzreihenringe fiber einem henselschen exzellenten 
diskreten Bewertungsring (d.h. Ringe yore Typ { f, f e R [[T1, ..., T,]], f algebraisch 
modulo pm ffir alle re>O, R henselscher exzellenter diskreter Bewertungsring mit 
Bewertung p}) (vgl. [10]). 

2. Allgemeine Eigenschaften yon Ringen mit strenger Approximationseigenschaft 

2.1. Bemerkung. Jeder Ring mit SAE ist ein Ring mit AE. Der Beweis ist trivial, 

2.2. Korollar. Sei AESA, E, dann Gilt: 

(1) A ist universell japanisch, 

(2) A ist henselsch, 

(3) wenn A reduziert ist, ist A reduziert, 

(4) wenn A Integritfitsbereich ist, ist A in A algebraisch abgeschlossen. 

Den Beweis des Korollars, der zum Teil auf Raynaud (vgl. [12]) zuriickgeht, 
kann man in [7] nachlesen, da diese Eigenschaften auch flit AE-Ringe gelten. 

2.3. Satz. Sei AeSAE und a_ ein Ideal yon A, dann ist A/a_ESAE. 

Beweis. Sei fl,-.-,fro ein Gleichungssystem aus A/a[YI, ..., Y~r sei F 1 . . . .  , F m 
eine Liftung dieses Gleichungssystems auf den Ring A [Y1,---, Yrr Sei weiterhin 
gl . . . .  , g, ein Erzeugendensystem yon a_. Wir betrachten das folgende Gleichungs- 
system 

G i = F i + ~ T o g  ~ i = l , . . . , m  
J 

aus A [111 . . . .  , YN, Tn,---, Tin,]- Sei 0 die wegen der SAE-Eigenschaft yon A dem 
System der G i entsprechende Funktion, dann ist 8 auch eine Funktion, die fiir 
das Gleichungssystem der f die SAE liefert: 

Sei n/imlich f / ( y ) = 0 m o d ~ a )  a~c~ fiir gewisse y=071 . . . .  ,YN) aus (A/a) s. Sei 
Y=(Yl . . . . .  YN) eine Liftung der Yi auf A, dann ist F/@)=0modmS(C)+a_, d.h. 

~ ~(c) F~(y)+~j ~jgfim ftir geeignete t~. Da AeSAE ist, gibt es eine L~sung y =  
(y~, ...,yN) und t=(q~ . . . .  , t,.,) aug A f'fir das Gleichungsgystem G~=O mit y~-: 
y~ rood m.f. Die Restklasgen der y~ rood a_ ergeben dann die gesuchte L6sung fiir 
das Gleichungssystem der f~. 

2.4. Theorem. Jeder noethersche lokale Ring mit AE ist auch ein Ring mit SAE. 

Beweis. Sei A ein solcher Ring mit AE. Um zu zeigen, dab A ein Ring mit SAE 
ist, gentigt es offenbar zu zeigen, d a b / I  ein Ring mit SAE ist. Wir mtissen also 
folgendes beweisen: 
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Jeder komplet te  lokale noethersche Ring ist ein SAE-Ring.  
Nach Satz 2.3 und dem Struktursatz yon Cohen ffir komplette lokale Ringe 

(vgl. [6]) genfigt es zu zeigen: 
Jeder Potenzreihenring fiber einem Cohenring R ist aus SAE. Dazu zeigen wir 

allgemeiner das folgende Theorem: 

2.5. Theorem. Sei R ein kompletter diskreter Bewertungsring der Charakteristik 
0 und mit der.Bewertung p. Seien T=(T1,  . . . ,  Tn) , Y = ( Y I ,  . . . ,  YN), X = ( X 1 ,  . . . ,  XN') 
einige Variable und A-= R [ [T] ] ,  m=-(p, T). Seien weiterhin f = ( f l , . . .  , fro)Potenz- 
reihen aus A [ [Y]]  [X] und sei c eine natiirliehe Zahl. 

Dann gibt es eine Funktion ,9: IN--~ 1N mit der folgenden Eigenschaft: 
Ffir beliebige ~ = (Yl . . . . .  YN) aus L_nA N und "2 = (,21 . . . . .  Xu') aus A N" mit 

f(~, if) - 0 rood m__ olC) 

existieren y =(Yl, . , . ,  Yu) aus m A  N und x =(x  1 . . . .  , xN, ) aus A N' mit 

f(y, x)-- 0 

und 

y ~ ~ rood __m ~, x =- ~ mod n j .  

Den Beweis dieses Theorems werden wir im n~ichsten Teil geben. Er basiert auf 
folgender Idee: 

Wit gehen aus v o n d e r  Situation f(ff, ~)---0 rood m M ftir groBes M. Zun~ichst 
werden wir zeigen, dab man sich auf den Fall beschr~inken kann, dab f(~, '2) 
=-0 mod(T)  Mist. Dann betrachten wir die Jacobische Matrix 

Ideal w~ire es, wenn sie rood(p, T M) vollen Rang hSttte. 
In diesem Fall kann man durch Induktion fiber die H6he des von den f er- 

zeugten Ideals und fiber die Anzahl der T/das Problem auf die Anwendung des 
Newtonschen Lemmas (vgl. [ I] ,  [2], [7] oder [11])zurtickfiihren. 

Im allgemeinen werden aber alle Minoren der obigen Matrix modulo (pt, T M) 
verschwinden, d.h. es liegt eine p-Singularit~it der Ordnung t vor. Diesen Fall 
reduzieren wir dutch eine verallgemeinerte p-Desingularisierung nach Neron 
auf den vorigen. 

3. Beweis des Hauptresultates (Theorem 2.5.) 

( I )  R eduktion auf  den Fall, dq[3 f ein Primideal ist mit .f  c~ A = 0 

3.l. Lemma. Fiir jedes Ideal a yon A [ [Y]]  [X] (Bezeichnungen yon 2.5) gibt 
es eine endliche Menge yon Primidealen 

F(a) ~ _ {q, q ~Spec A [ [Y]]  IX] ,  q c~ A =0} 

i Der Kiirze halber bezeichnen wir hier das N-fache direkte Produkt yon mA mit mA N. 
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und eine Funktion Oa: IN ~ IN mit der folgenden Eigenschaft: Sei c e N  und y e m A  N, 
x e A  N' mit a_(y, x)=-O m_ ~ (bzw. - 0  mod T~ dann gibt es ein q_eF(a_), q_ ~_a und 
q(y, x)=O m o d  m___ ~ (bzw. - 0  m o d  TO). 

(Dabei  verstehen wit unter  a_(y, x ) -  0 m o d  m c, dab g (y, x)-= 0 rood m ~ ist fiir 
alle Potenzre ihen gea_.) 

Wenn im folgenden das Ideal a fixiert ist, werden wir statt 0,_ kurz 0 schreiben. 

Beweis. Wenn a r i A + 0  ist, setzen wir F(a_)=r und O(c)=max{c,  s+ 1, t+ 1}, 
wobei  s die Ordnung  einer yon Null  verschiedenen Potenzreihe aus A c~ a_ ist und 
t dadurch  definiert ist, dab  ffir ein gea_c~ A gilt: 

gem_ t , gem_ t+l. 

Wenn  a_ c~ A = 0 ist, setzen wir F (a_) = {q, q e Spec A [ [  Y]] [X] ,  q c~ A = 0, q k o m m t  
in der Pr imidealzer legung yon l / ~  vor}. D a  a_c~ A = 0  ist, ist F(q)+O. Sei nun e die 
kleinste natfirliche Zahl  mit  I/h-_ e ~  _ a_, k die Anzahl  der Pr imideale  in der Pr im- 
idealzerlegung yon l//~_., s die kleinste natiirliche Zahl, so dab  falls qc~A+O ffar 
ein Pr imideal  der Pr imidealzer legung yon ~ ist, in q ~ A eine yon Null  verschie- 
dene Potenzre ihe  der Ordnung  __< s -  1 existiert. Sei weiterhin t die kleinste nattir- 
liche Zahl,  so dab  falls q_ ~ A =I=0 ist fiir ein Ideal der Pr imidealzer legung yon ]/~, 
in q_ c~ A eine Potenzre ihe  liegt, die nicht in m__' ist. 

Nun  definieren wir 0 (c)= max  {cek, kes, ket}. 
Sei nun x e A  N' und y e m A  N und a(y, x ) - 0  m o d m  ~ (bzw. -=0 m o d  T~ 
Aus der Definit ion v o n  e folgt l fd(y ,  x )= 0 mod-m ~ (bzw. - 0  m o d  T~ 

N u n  wissen wir, dab  ftir die Ideale der Pr imidealzer legung yon 1~- gilt l-[~ q_~ c-1/~- 
Es ist also 17[ q i ( y , x ) - O  rood m ~ (bzw. - -0  rood T~ Daraus  folgt, dab ftir 
ein i q_~ (y, x)---- 0 m o d  m_ ~' (bzw. - 0 mod  T c') gilt mit  c' = max { s, c, t}. Anderersei ts  
mul3 ffir diese q~ gelten q_~ c~ A = 0, weil dies sonst ein Widerspruch  zur Definit ion 
yon s bzw. t w~ire. 

( 2 )  Der Fall n = 0 

Wir mfissen hier ftir unsere Zwecke das Resul ta t  von Greenberg  [5] etwas 
veral lgemeinern.  

Beim Beweis des Theo rems  2.5 ftir den Fall  n = 0, d.h. A = R, k6nnen wir uns 
nach  L e m m a  3.1 zun~ichst auf den Fall  beschr~inken, dab  die f~ ein Pr imideal  q_ 
erzeugen mit q_c~R=0. Nach L e m m a 6 . 1  existiert ein R - A u t o m o r p h i s m u s  ~o 
von R [ [Y] ] ,  so dab  q~(q_) fiber R[[Y1,  . . . ,  Ym]] [Y,,+I . . . .  , YN, X]  definiert ist und 
~o(q)c~ R [[t71,-. . ,  Ym]] =0 .  Sei also o.B.d.A. N' = 0  und q tiber 

R[ [Y~  . . . . .  rJ]  [Y.~+,,---, YN] 

definiert mit  q n R [ [  Y1 . . . .  , Y,]] = 0. D a  R yon der Charakter is t ik  0 ist und q_ n R = 0 
ist, existieren nach dem Jacobinschen Kr i te r ium (vgl. Anhang)  gl ,  . . . ,g~ aus q_ 

( r = H S h e  yon q_) und ein r x r -Minor  M der Matr ix  (~y~j)j__>,,+~0gi mit  MCq_. Wir 

schlieBen jetzt indukt iv fiber N -  h t(q_); (h t(q_) ist bier stets die H6he yon q_). 
Wenn die H 6 h e  yon q gleich N ist, folgt q_ = (I11 . . . .  , YN) und der Satz ist trivialer- 

weise richtig. 
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3.2. Lemma. Sei f - - ( f~ ,  ... ,fr) ein System yon r Potenzreihen aus 

R [[Y~ . . . . .  Ym]] [Ym+~ . . . .  , Yu] mit f c ~ R  [[YI,---, Ym]] =0 ,  

r <= N - m, und M ein r x r-Minor der Matr ix  \ 0 Y) lj >,, + 1" Dann gibt es eine Funktion 

p: N x N --~ N mit der folgenden Eigenschaft: I~ (c, t) > c, I~ (c, t) > t fiir beliebige c, 
t e N .  Fiir beliebiges ~ p R  N mit f ( ~ ) - O  rood pU~,,) und M ( y ) ~ O  rood p' existiert 
ein y ~ R  N mit y=-~ rood pC und f (y)=O.  

Wenn das Lemma bewiesen ist, ist der Satz klar: 

Dazu betrachten wir F(q +(M)). Wenn F(q +(M)) nicht leer ist, gibt es ein 
q' e F(q + (M)), q' _~ q und h t (q') > h t (~). Damit gilt nach Induktionsvoraussetzung 
der Satz l~tir q'. 

Sei 0 = 0 q + ~  die nach Lemma 3.l zu F(q_+(M)) geh6rige Funktion. Wenn 
nun F(q + (M)) = 0  ist, d.h. q + (M) c~ R # 0, dann gibt es ein Co, so dab q(y) + M(y) 
~ 0 m o d  pCO flit alle ~eR u erfiillt ist. Sei nun q oc~q~c~ .--c~q_,,= (1//~, .... gr) die 
Primidealzerlegung und q = qo. Sei weiterhin d wie folgt definiert: 

Wenn m = 0  ist, setzen wir d=  1. Wenn m=> 1 ist, sei d die kleinste Zahl, fiir die 
Ma~q +(ql c~... c~ q,,) ist. Solch ein d existiert, da ]/(g~, ..., g,) kein Primideal ist, 
und folglich (R.[[Y]]/(g~, ...,g,))~ kein Integrit/itsbereich fiir alle Primideale 
p~cl+(q~ c~ ... c~q~). Wenn n~imlich M e  ql/~_+(q~ ~-- .  c~q,,) w~ire, folgte aus dem 
Jacobischen Kriterium (vgl. Anhang), dab der vorige Ring regul/ir w~ire. Das ist 
ein Widerspruch. 

Mit den so definierten GrOBen sind wir nunmehr in der Lage ftir unser q die 
Funktion 9 zu definieren: 

Falls F (q + (M)) = 0 ist, definieren wir ~ (c) = p (c c o d, Co), und falls F(q + (m)) # 0 
definieren wir 

0 (c) = max  {# (dO 8q, (c), 0 ~q_, (c)), I~ (dc, 00q, (c))}, 

wobei 0q, die nach Theorem 2.5 zu q_' aus F(q_+(M)) gehOrige Funktion ist. 
Sei fiun ein ~ e p R  n gegeben mit q_~)-=0modp a(c). Wenn im zweiten Fall 

M ( ~ ) - 0 m o d  pOaq,lc) ist, finden wir nach Induktionsvoraussetzung ein y e R  N mit 
q ' (y )=0  fiir ein q '~F(q+(M) )  und y---~ rood pq Da q~_q' ist sind wir dann fertig. 
r kOnnen also annehmen, dab M(~)~-Omodp~ Dann gibt es nach 
Lemma3.2 ein y ~ R  N mit gi(y)=0 ffir i=1,  . . . , r  und y - = ~ m o d p  c'', wobei c "=  
max {dO ~q,(C), dc} ist. Wit wollen zeigen, dab q(y)=0 ist. Wenn m = 0  ist, ist das 
klar. Sei ~ilso m>_l. Dann wissen wir, dal~ Ma~q+(q~c~-..c~q_m) ist; sei M a= 
M x + M 2 mit M 1Eq und M 2 E(ql c~--. c~ q_m). 

Nun ist M l ( y ) - M l ( ~ ) ~ O m o d p  c''. W~re nun M2(y)---0modp ~'', w(irde 
folgen, dab M(y)=-0 rood poaq,tc) ist, was aber ein Widerspruch zur urspriinglichen 
Annahme ist. Damit muB M 2 (y) ~ 0 rood pC,' sein, d.h. insbesondere ist M 2 (y) # 0. 

Nun ist q(q~ c~ --- c~q_~)_~q_c~(ql c~ --. c~qm)= (]/~i, ..., g,)~_ Kern(Y~-~y). Da 
q_l c~ ... c ~ q ~  Kern(Y~-*y) ist, folgt _q(y)= 0. 

Damit ist das Theorem 2.5 fiir den Fall A =R bewiesen. 
Wir mtissen noch Lemma 3.2 beweisen. 
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Wir fiihren Lemma 3.2 direkt auf das Newtonsche Lemma zuri~ck (vgl. [1, 2, 
7, 11]). Wir ben6tigen es in der folgenden Form: 

3.3. Newtonsches Lemma. Seien A, Y , X , f  wie in Theorem2.5. Wir setzen 
zusiitzlich voraus, daft die AnzahI der fi < N + N' ist. Sei D ein m x m-Minor der 

Matr i x  
~aYj '  # X  k l" 

Wenn ffir ein ~ E m A  ~, 2 ~ A  x' f ( ~ , 2 ) = 0 m o d  DZ(~,,2)rn ~ gilt, dann existieren 
y ~_m A u, x ~ A u' mit f ( y ,  x ) =  0 und y =-~ rood D (~, ~) m ~, x = ff rood D (F;, ,2)mL 

Das Lemma ist in der vorliegenden Form in den oben zitierten Arbeiten 
zwar nicht bewiesen, da die Gleichungen formale Potenzreihen sind, man kann 
aber den Beweis direkt fibertragen, da fiber A der Satz fiber implizite Funktionen 
gilt. 

Wir definieren nun ~(c, t ) = 2 t + c .  Sei nun f ( ~ ) ~ 0 m o d  p,~,0 fiir ein y ~ p R  N 
und M ( ~ ) ~ 0 m o d  pt Dann ist M(p)=p~-Einheit  mit x < t .  Daraus folgt, dab 
M(y) 2 p~ die f~(y) teilt ffir alle i. Damit sind die Voraussetzungen des Newtonschen 
Lemmas erfiillt und Lemma 3.2 ist bewiesen. 

Bemerkung. Man k~Snnte eventuell das Greenbergsche Resultat in dieser Form 
auch etwas einfacher beweisen. Wit haben diesen Beweis gew~ihlt, weil er genau 
die Idee des folgenden atlgemeinen Beweises widerspiegelt. 

( 3 )  Reduktion auf  den Fall.f(y)=--O mod T M 

3.4. Lemma. Seien A, Y, X,  f wie in Theorem 2.5. Es existiert eine Funktion 
e: IN x IN --~ IN mit der folgenden Eigenschaft: 

Ffir alle yem_A N und Y e A  N" mit f(35, 2)--0 mod(p ~~''"), T u) existiert ein y e m A  N, 
x ~ A  N" mit f ( y ,  x ) - O  rood T" und y=-~ rood pC, x ---~ rood pc. 

Beweis. Wir f'fihren neue Variable Z j, k ...... kn ein, j =  1, . . . ,  N, kl, ..., k,>=0. 
Dann machen wir die Substitution 

e f t =  Z Zj,k ...... k . T ~ ' " T f "  
k l , . . . , kn ->_  0 

fiir die Y~ in die Potenzreihen f~. Analog substituieren wir X + ffir X vermittels Z' 
und erhalten 

f~(e +, X+)=  ~ G~ ......... . (Z ,  Z') T(~... T; ~ . 
r l , . . . , r n  >_-- 0 

Wir definieren nun e wie folgt: 
e(c,u) sei die nach Theorem2.5 fiir den Fall n = 0  dem System G ( Z , Z ' ) =  

(Gj ........ ,, (Z, Z')) j = 1 . . . . .  m, r 1 +-- .  + r, -< u, r~ >__ 0 zugeordnete Funktion. 
Wir miissen nun zeigen, dab die so definierte Funktion t die Bedingungen 

des Lemmas erfiillt. 
Sei also f(y,  2 ) - 0  mod(p ~{~'u), T") fiir ein y e m A  N und ~eA N'. Wir k/Snnen die 

yj in der Form 
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schreiben mit 2j.k ...... k eR.  Wir setzen 2=(zj ,  k ...... k,).J= 1, . . . ,  N, k~ + . . . + k  <=u. 
Analog  verfahren wir mit Y. Nun sehen wit sofort, dab G(s 5')---0 rood ff(~'"~ ist. 
Da  wir unser Theorem f'fir n = 0  schon verifiziert haben, existieren z, z ' eR  mit 
G(z, z ' ) = 0  und z-=Z rood if, z'---~' rood p<. 

Nun setzen wir fiir k~ +-- -  + k, > u 

Zj , k  ...... k . = Z J , k  . . . . . .  k .  und 

Z . . . . . .  

k~ , . . . ,kn >= 0 

Analog  verfahren wir mit x. 
Mit dieser Definition ist klar, dab f ( y , x ) - O m o d  T ~ ist und y - ~  mod  p <, 

x_=ff rood p< ffir y=(y~ . . . . .  YN) und x=(x~ . . . . .  xN, ). Dami t  ist das L e m m a  be- 
wiesen. 

Nach diesem Schritt k6nnen wir folgende Situat ion voraussetzen:  
Das Theorem 2.5 ist J~r den Fall n = 0  bewiesen: die Gleichungen Jl erzeugen 

ein PrimideaI q mit q ~ A = 0; es gibt einen r • r-Minor M der Jacobischen Matr ix  

-~-X,.-]' de," nicht in q_ liegt ( r : h  t(q_)); o.B.d.A, k6nnen wit annehmen, daf  t M 

dutch j ; , .  .... [; deJTniert ist: weiterhin k6nnen wit uns bei unseren Untersuchungen 
au[den Fall beschriinken, daf  t q(~, ~) in einer geniigend hohen Potenz yon T liegt. 
Um nun analog zum Fall n = 0  vorgehen zu kOnnen, mfissen wit noch gewi)hrleisten, 
daft M@, ~2) nicht durch p teilbar ist, d.h. daft keine ,,p-Singularit~lt'" vorliegt. 

( 4 )  Aufl6sung der p-Singularitiiten yon q_ 

3.5. De/i'nition. Sei q_ ein Pr imideal  in A [ [ Y ] ] [ X ] ,  ~en_~A N, ~E A  N', t eine 
nattirliche Zahl. Wir sagen q_ hat eine p-Singularit/it der Ordnung  t in x, y, wenn 

fiir jeden r x r -Minor  M der Matr ix  t 0 Yi' (? Xk ] (mit q = (Jl . . . . . .  [~,,), r = h t (q_)) gilt: 

M(~, f f ) - O  mod(p ,  r ' ) .  

U m  eine p-Desingular is ierung vornehmen zu k6nnen,  mtissen wir nun noch 
ein Mal3 flit die p-Singutarit~iten einffihren: die L~inge l(t, q,y,  ~). 

3.6. Definition. Seien q, y, x, t wie in 3.5. Wit  sagen q hat eine p-Singularit/it  
der Ordnung  t und der L~inge I(t, q, ~, Y~) in y, x, wenn fiir jeden r x r -Minor  M 

der Matr ix  t(?yj2, OX~] ftir alle Erzeugendensysteme (j~ . . . .  , f , )  yon q g i l t  

M(y, if)=-0 mod(p  l"'q-'~'x~, T') 

und es einen solchen Minor  M'  gibt mit  

M'(~,  ~ ) ~ 0  mod(p  "''q-'~'x)+l, r~); 

dabei  ist wieder r = h t(q). 

Wir  werden jetzt unter  Vergr6Berung der Anzahl  N'  der X die p-Singularit~iten 
schrittweise aufl6sen: 
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3.7. Satz (Nerons p-Desingularisierung). Sei q_~_A[[Y]][X] ein Primideal, 
dann existiert eine endliche Menge yon Primidealen 

H(q_)_ {q', q_'eSpecA [[Y]]  IX, Z], Z =(Z~ . . . . .  Zs+N,), q' _~q, 

ht(q')=ht(cl_)+ N + N'} 

und ffir jede monoton steigende Funktion (p: N --~ N ,  q~ > 1~ gibt es eine Funktion 
fl: N---~N rnit der folgenden Eigenschaft: Ffir jede natfirliche Zahl t u n d  jedes y 
aus m_A N und :~ e A N' mit q_(P, i f ) -  0 mod T ~(~ und 0 + l(t, q_, yl, ,2) < oo existieren ein 
q'eH(q_), ein 2 e N  und ein - ~ A  s+N' mit 

q'(y, ~, 2 )~0  mod T ~l~) 

und 

l(2, q_', y ,~ ,~ )< l ( t , q ,  y,,2). 

Wit werden diesen Satz im 5. Tei! unserer Arbeit beweisen. Auf seiner Grundlage 
k/Snnen wit nun im Beweis yon Theorem 2.5. fortfahren. 

(5 )  Induktion fiber n und fiber N -  h t(q) 

3.8. Lemma. Wir nehmen an, Theorem 2.5. sei fiir weniger als n Variable T i 
bewiesen. Sei q ein Primideal aus A [ [ Y ] ] [ X ]  mit q_c~A=0. Dann existiert ffir 
beliebige t eine Funktion #t: IN x N---*]l'4 mit #,(c, s)>=s ffir alle s, c E N  und der 
folgenden Eigenschaft: (Ft): Sei y e m A  s, 2 e A  s' beliebig gegeben mit 

q(y, ~)--0 rood T "ac'~l 

und l(v,q,y,~)__<t, dann existiert ein y e m A  N uncl x e A  s' rnit q ( y , x ) = 0  und 
y - ~  mod__m c, x - ;  modm c. 

Wir wollen einmal annehmen, das Lemma 3.8. sei bewiesen und daraus 
unser Theorem 2.5. folgern: 

Wir schlieBen induktiv fiber d = N - N ' - r  mit r =  fit(q). Dazu betrachten 
wir F(q+(M))  und Oq+oa ~ aus Lemma 3.1. Sei weiterhin ~: N •  die nach 
Lemma 3.4. zu dem-System {M,f~ . . . . .  fro} assoziierte Funktion. Wit k6nnen 
weiterhin annehmen, dab wir uns in der am Ende von (3) beschriebenen Situation 
fiir das Theorem 2.5. befinden, d.h. die Gleichungen f~, ... ,f,, erzeugen ein Prim- 
ideal q mit q c~ A = 0, 

e f, [ i= 1,...,r, j =  1, ..., r', k = r ' + l  . . . . .  r M =  

liegt nicht in q_. 

Wenn F ( q + ( M ) ) = ~  ist, setzen wir 7=0q+~)(1) und t=e(c ,  7 ) -1 .  
Sei #t die nach Lemma 3.8. zu q und t assoziierte Funktion, dann setzen wir 

~q(c)=#t(c, 7 ). Sei nun ftir ein ~EmA s, ~eA N' q_(y, 2 ) -=0modT aq(~). Dann muB 
M(y, 2 ) ~ 0  mod(p '+~, T ~) sein, weil sonst nach Lemma 3.4. ein yeA s und YceA s' 
existieren wfirde mit ( q + ( m ) ) ( ~ , 2 ) = 0 m o d T  r, was seinerseits F(q+(m))+9~ 
nach sich ziehen wfirde, denn so war ja 7 gerade gewahlt. Wir haben also folgende 
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Situation: q07, if)~-0 rood T u'lc'y) und I(~/, q, ~, :~)~ t. Nun  k6nnen wir Lemma 3.8. 
anwenden und der Satz ist in diesem Fall bewiesen. 

Sei nun F(q_+(M))q=ft. Sei 7~:N--+N die Funkt ion  definiert durch X.= 
max {~9,,q'eF(q' + (M))}, wobei Oq. die nach Theorem 2.5. zu q' assoziierte Funk-  
tion isf (nach Induktionsvoraus~etzung gilt ja das Theorem 2.5. schon ffir q', 
da ht (q ' )>ht (q )  ist. Wir setzen 7=0q+(M~(~.(c)) und t=e(c ,  1')-1. Sei #, die nach 
Lemma 3.8. zu q assoziierte Funktion.  Wir setzen ~q (c) = /t, (c, 7). Wir mfissen 
nun zeigen, dab die so definierte Funkt ion  0q den Bedir/gungen des Theorems 2.5. 
gentigt. Sei ~e  _mA N und 2 e A  u' mit q ( ~ , f f ) ~ 0 m o d T S -  ~Ic). Wenn M07, ff)~ 
0 mod(p  '+1, T ~') ist, haben wit (q_+(M))(p, 2)-=0 mod(p  ~(~'~'~, T~). Damit  existiert 
nach Lemma3.4 .  ein ~emA N und 2EA N' mit ( q + ( M ) ) @ , 2 ) = 0 m o d T  7 und 
y - y  modf f ,  x=-2 m odp  ~. Damit  existiert nach der Wahl von ~' ein q ' e F ( q + ( M ) )  
mit q'@, 2)=-0 mod T ~).  Damit  gibt es ein y e a  N und ein x e A  N' mit y - ~  modm ~, 
x-= ~ mod__m ~ und q'(y, x) = 0. Insbesondere ist q(y, x) = 0 und y - ~ - . ~  m o d m  ~, 
x -= ~ m od nj c. 

Wenn nun M(9, i f ) # 0  mod(p  t+l, T ~) ist, dann haben wir wieder, da q(~, ~)~  
0 rood T "'l~'~) ist, die Situation des Lemmas 3.8. Damit  ist das Theorem 2.5. be- 
wiesen, wenn wir Lemma 3.8. beweisen. 

Beweis yon Lemma 3.8. Wir wollen fiir einen Moment  annehmen,  dab das 
folgende Lemma richtig ist: 

3.9. Lemma.  Theorem 2.5. sei Jfir weniger als n Variable T~ bewiesen. Sei 
q ~ A [ [ Y ] ] [ X ]  ein Primideal mit q_c~A=0. Dann existiert eine Funktion 

#7. N x N --+ N mit der folgenden Eigenschqft: Sei ~ m _ A  N, ~ e A  u" gegeben mit 
q (~, if) ~ 0 rood Tu(~' ~) und I(3,, q, .v, if) = 0, dann existiert ein y ~ A s und ein x ~ A s' 
mit q_ (y, x) = 0 und y -= ~ mod m ~, x ~ ff rood m ~. 

Aus diesem Lemma folgern wit nun 3.8.: 
Wir beweisen 3.8. mittels vollst~indiger Induktion fiber t. Der  Fall t = 0  ist 

gerade Lemma 3.9. 
Wir nehmen nun an, wir h~itten/zt_ ~ definiert und 3.8 sei t'tir t - 1 bewiesen. Sei 

nun H(q) die nach Satz 3.7. zu q assoziierte Menge, fl die so durch /~,_1(c, _) 
definierte Funkt ion.  Dann definieren wir bt~(c, ~)=fl(y). 

Sei nun q 05, if)----0 rood T u't~' r) und I(7, q, Y, ~) < t, dann existiert nach Satz 3.7. 
ein q' aus H(q), ein k e n  und ein 2 aus A ~+u' mit q'(y, Y, 2)---0 rood T "~-'~'~ und 
l(2, q ' ,~ ,Y ,2 )<l (7 ,  q,Y,'Y)<=t. 

Nach Indukt ionsvoraussetzung existiert dann eine L6sung mit den gewiinsch- 
ten Eigenschaften. Damit  ist 3.8. bewiesen. 

Beweis yon 3.9. Wir ftihren 3.9. auf das folgende Lemma zurfick: 

3.10. Lemma.  Wh. nehmen an, 2.5. ist ffir weniger als n Variable T i bewiesen. 
Sei f = ( f l  . . . .  ,f~) ein System yon Potenzreihen aus A [ [ Y ] ] [ X ]  mit r<=N+N' .  

[ ~fi Oil ). Dann gibt es eine Funktion Sei M ein r •  der Matr ix  \SY~'  ~ X  k 
I 

f~: IN •  mit der folgenden Eigenschaft: Sei f~emA u und 2 ~ A  s" gegeben 
mit f@,  ff)--O mod T ~'~) und M(~,~)~#O rood(p, T~), dann gibt es ein y 6 A  u und 
ein x e A  ~' mit f ( y ,  x)--O und y - ~  mod m ~, x - f f  mod__mq 
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Nehmen  wir e inmal  an, L e m m a  3.10. sei bewiesen. Wir werden daraus  dann 
L e m m a  3.9. folgern. Der Beweis ist analog zum Beweis vom Fall n = 0  bei der 
Redukt ion  auf L e m m a  3.2. 

Sei q ~_ A [ [  Y]] [X]  ein Pr imideal  mit q r A = 0. Urn das Jacobische Kri ter ium 
anwenden zu k/Snnen, setzen wir voraus,  dab  q c ~ A [ [ Y ] ] = 0  ist. DaB die Be- 
handlung dieses Falles repr~isentativ ist zeigt uns Lemma4 .1 .  Sei r - -h t (q ) ;  
sei J eine endliche Menge yon Erzeugenden von q. Nach  dem Jacobischen Kri- 
ter ium (vgl. Anhang)  existieren J~ . . . .  , f reJ ,  so dab  ein r x r -Minor  M der Matrix 

( -~f~ ] nicht in q enthal ten ist. Sei ~ die endliche Menge aller r-Tupel  yon 
~Xk] 

Potenzre ihen yon J, so dab ein r x r -Minor  der durch diese definierten Jacobischen 
Matr ix  nicht in q_ liegt. Wir  wissen ~ :b~. 

Sei nun f =  (J~ . . . . .  J~) aus J~ und ]/( J~ . . . . . .  f~) =qo  r r q_k die Primideal-  
zerlegung und o.B.d.A, q = q 0 .  Wenn k > 0  ist, bezeichnen wir mit  _/2 das Ideal 
q~ r nqk .  Sei d die kleinste Zahl, so dab Mdeq  + b  ist. Eine solche Zahl existiert 
nach dem Jacobischen Kr i te r ium (vgl. auch Begri indung im Beweis vom Fall 
n =0).  Wenn k = 0  ist, setzen wir d =  1. Sei fiI.M" N x N --- 'N die nach Lemrna  3.10. 
zu f und M assoziierte Funkt ion.  Weiterhin setzen wir s i , M = m a x  {c, d, 7} und 

(c, 7 )=  max  {max {Bi,M(c, SI,M), ';~}}, wobei  f die Menge ~ durchl~iuft. 
" f , M  

Wir zeigen nun, dab die so definierte Funk t ion /~  den Bedingungen yon 3.9. 
geniigt. 

Sei y e  _mA N, ~ e A  N" gegeben mit q ( y , ~ ) - ~ 0 m o d T  "~c'~ und /(7, q , y , ~ ) = 0 .  
Dann  existiert ein f e ~ -  und ein dadurch  definierter r x r -Minor  M, so dab 
M ( y , ~ ) ~ 0 m o d ( p ,  T ~) ist. Aus L e m m a  3.10. folgt nun, dab ein yEA  N, xEA  N" 
existiert mit  f (y ,  x) = 0 und y - y m o d m  ~r ~, x --- ff m o d  m ~r M. 

Wir miissen zeigen, dab  q(y, x ) = 0  ist. Wenn k = 0  ist, ist das klar. Wenn k > 0  
ist, folgern wir Md(y,x)~Omod(p,T~d),  weil M(y,,Y)g#Omod(p,T ~) ist und 
y - y m o d ( p ,  T) yd (analoges gilt fiir x). Anderersei ts  gibt es M l e q  - und M2eb  
mit M ~ = M 1 + M2, weil ja  M d e q + b war. D a n n  muB abet  M 2 (y, x) ~ 0 rood (p, T ~)  
sein, weil ja  M~(y, x ) - 0  m o d  T ~ ist. Folglich ist b nicht im Kern (Y~-~y, X ~-~x) 
enthalten. N u n  ist aber  q_b_cqc~_b=l/(J ~ . . . . .  J~)_~Kern(Y~--~y, X~-~x), also ist 
q _  Kern  (Y~--~y, X ~--~x), d.h. q(y, x ) = 0 .  

Dami t  ist L e m m a  3.9. bewiesen. 

(6)  Reduktion auf das Newtonsche Lemma 

3.11. Lemma .  Wit nehmen an, das Theorem 2.5. ist ffir weniger als n Variable T~ 
bewiesen. Sei f =(J~, ...,.fro) und g ein System yon Votenzreihen aus A [ [ Y ] ]  [X].  
Dann existiert eine Funktion cr : 1N x N --~ IN mit der folgenden Eigenschaft" 

Sei yem__A n, ~2cA N' mit f (y , ,2 ) -Omod((g(y , ,Y) )+T ~(C'~)) und g(y, ff)~ 
0 rood(p ,  T~), dann existiert ein y e A  N, x ~ A  u' mit f ( y , x ) - O m o d ( g ( y , x ) )  und 
y - y  m o d m  c, x - X  m o d m  c. 

Mit Hilfe des Newtonschen  L e m m a s  werden wir aus 3.11. das L e m m a  3.10. 
folgern: 

Beweis yon Lemma 3.10. Sei a die zu f =  (J i , . . . ,  f,) und g = M z nach L e m m a  3.11. 
assoziierte Funkt ion .  Wir setzen fi (c, ?) = max  {a (c + 2, 2 7), c + 2 7} fiir alle c, 7 ~ IN- 
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Wenn nun fiir ein ~em__A u, Y e A  s' f ( f ,  f f ) - 0 m o d T  ~i(~'~) ist und M(~ , f f )~  
0 mod  (p, T~), dann gibt es nach 3.1 1. ein ~ e A  ~, 2 e A  ~" mit f (~,  2)---0 mod  (M2(~, 2)) 
und ~=--~modL_n ~+2, 2 - ~ m o d m  ~+2. Es existieren also hieA,  so dab f 0 7 , 2 ) =  
M2(~,2)hi  ist ffir alle i. Weil nun f ~ 0 7 , 2 ) - ~ ( f , ~ ) - 0 m o d n j  +e ist, folgt hi=- 
0 mod  mZ. Folglich gilt .[(~, 2)-=-0 m o d  (M 2 @, 2)m~). Jetzt sind die Voraussetzungen 
des Newtonschen  L e m m a s  3.3. erfiillt: es existiert also ein y e A  N, x ~ A  ~' mit 
f ( y ,  x) = 0 und y - ~ - ~ mod  ~n ~, x - x - x mod  mq 

Dami t  ist L e m m a  3.10. bewiesen. 

(7 )  Induktion fiber die Anzahl nder  T~ 

Beweis yon Lemma 3.11. Wir k/Snnen zun~ichst, vorausgesetzt  Rip ist unend- 
lich, wenn fiir ein S, e m A  ~, Y e A  N' f@,YO=-Omod((g(y,~2))+ T ~c'~) ist und 
g (~ , . ' ~ )~0mod(p ,  T~), dutch  einen linearen A u t o m o r p h i s m u s  von A der Fo rm 
T i ~-~ T~ + a; T,, T,, ~ T, mit aieR stets erreichen, dab  nach seiner Anwendung  
g(~,ff) T,-allgemein ist, d.h. g(y, YO(T~ . . . . .  Tn_l=O)~-Omod(p,T,~). Da ein 
solcher A u t o m o r p h i s m u s  die Bedingungen g ( ) ~ , ~ 0 m o d ( p ,  T ~) und f (~ ,2) -=  
0 rood ((g (y, .~)) + T ~ nicht ~indert, gentigt es 3.11. fiir den Fall zu beweisen, 
dab g(~, ~) von vornherein T,-allgemein ist. Man k o m m t  in der obigen Situation 
mit endlich vielen A u t o m o r p h i s m e n  aus, die nicht von ~ und 2 abh~ingen. 

Wenn nun Rip endlich ist, ben6tigen wir folgenden 

Hilfssatz. Es gibt eine yon R abh~ngige monoton steigende Funktion ~o : IN - ,  IN 
und .['fir jedes ]'~IN gibt es eine endliche Menge a~. yon lokalen R-Automorphismen 
yon R [ [ T ] ]  mit der ,/olgenden Eigenschaft: Ffir jede Potenzreihe U e R [ [ T ] ]  
mit U ~ 0 rood (p, T y) existiert ein a ear,  so daft a(U)(0  . . . .  ,0, T, )~ 0 rood (p, TZ t~)) 
ist. 

Beweis. Sei k ein endlicher K6rper .  Sei ~Y die Menge aller k -Au tomorph i smen  
yon k [ [ T ] ]  v o n d e r  F o r m  

Sei p , = m a x { p  l . . . .  ,P , -1}  ffir ae~Y. Sei U e k [ [ T ] ]  und U ~ 0 m o d T L  Wit  
setzen e v = m i n { p ~ , a ~ f f ,  a(U)(O . . . . .  0, Tn)+0 }. Nun  ist k endlich, also ist die 
Menge ~Pk. y = { ev,  U e k [ [  T] ] ,  U ~ 0 rood T ~} beschr~inkt. Sei 

ek ,~=max  {eu, eceq~k,y}. 

Sei weiterhin 

d r = r a i n  {d, so dab ein a e 6  existiert mit p,<ek,  :, und 

a ( V )  (0 . . . . .  0, T , ) ~ 0  rood T, ~ } 

fiir ein U e k [ [ T ] ]  mit U ~ 0 m o d  T ~. Analog zu ~Pk,~, ist auch die Menge 6 ~ , =  
{dr, U ek  [ [T]~ ,  U ~ 0 rood T ~} beschr~inkt. Sei d~,~ = max {dr, dueC~,~}. 

Seien nun k~, . . . ,  k~ alle endlichen K/Srper, die weniger als ~, Elemente haben. 
Wir setzen 

d~, = max {dk,,~ . . . . .  dk,.~, ~ 

e~ = m a x  { ekl. ~, . . . ,  ekt, v I , 

und definieren ~o (),)= max {d~., 7}. 
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Sei nun R/p = k ein endlicher KSrper. Wenn k weniger als y Elemente hat, sei 
a~ die Menge der R-Automorphismen von R [ [T ] ]  der Form 

Tit--~ Ti+ Tn ~ Tn~--~ T n 

mit Pi < e~ fiir alle i = 1 . . . . .  n - 1. a~ ist endlich. Wenn nun far ein U e R [ [ T ] ]  U r 0 
mod(p, TO ist, dann existiert ein ~rea~, so dab a(U)(0 . . . .  ,0, T , ) r  mod(p, T~ (~)) 
ist. Wenn k mehr als ~ Elemente hat, sei I c R eine Menge, die aus ? Elementen 
yon R besteht deren Reste modulo p verschieden sind. Sei cry die Menge der R- 
Automorphismen yon R [ [ T ] ]  der Form 

Ti~--~ri+a i Tn, T n ~ , T  . mit a ie I .  

Es ist klar, dab a~ und q~ den Bedingungen des Hilfssatzes geniigen. 
Wir mtissen dann im endlichen Fall 

a(c, 7)= max {%,~(c, (p (y)), t e a ,}  

setzen, wobei a~,, diejenige Funktion ist, die wir jetzt im Beweis yon 3.11 nach der 
Anwendung von r auf unsere Gleichungen konstruieren. Sei nun f = ( f l ,  ...,.fro) 
und g wie in 3.11 gegeben. Wir machen die Substitution 

 r=u k, k = l  . . . . .  N 

in die Potenzreihen f, g, wobei U = ( U  1 . . . .  , UN) neue Unbestimmte bezeichnen. 
Auf diese Weise erhalten wir Potenzreihen f =  (fl . . . . .  fro) und ~ aus A [[-U]] [ Y, X] 
(In f u n d  ~ sind die Exponenten yon Yk alle kleiner als r). Dann machen wir die 
Substitution 

r - -1  r - -1  

Yk* = ~ Yk j T2, Uk* = ~ Uk j T2 k = l, .. . , N 
j = O  j = O  

r - - 1  

X [ =  F, Xk,j T2 k'= l .. . .  ,N' 
j = 0  

fiir die Yk, UR, Xk' in die Potenzreihen f/, ~ und hk = I1[ -- Uk, wobei die Ykj, Xk'j, Ukj 
neue Unbestimmte bezeichnen. Sei A(T , )=  T[, + A r_ 1 T[-  t +. . .  + Ao ein Polynom 
mit den neuen Variablen A i. Mit Hilfe des Weierstral3schen Vorbereitungssatzes 
dividieren wir ~,(Y+, U +, X+),  die f/(Y +, U +, X +) und die hk(Y +, X +, U +) durch 
A(Tn) und erhalten: 

r - - 1  

g(Y+,  U + , x + ) = a ( T n )  "(2+ ~ Gj 7 7 
j = o  

r - - 1  

~k(Y +, O +, X +)= A(T~). Q~,+ ~Lk~  T2 
j = 0  

r - - 1  

f~(Y+, U +, X + ) = A ( T . )  . Q;' + ~, F~j T2, 
j = o  

Wobei Q, Q'k, Q'i', G j, Fij, Lkj Potenzreihen in den Variablen T, Yk1, A,,  Xkj, U,j 
mit Koeffizienten in R aus A [[(Ukj ), (A,)]] [(Yk), (Xk)] sind. Weiterhin ist klar, 
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dab die Reihen 

( + )  G = ( 0 o ,  . . . ,  ~ , _ , ,  F,o, . . . ,  F~.r_,, L ,o ,  . . . ,  LN,r_,) 

nicht yon T, abh~ingen. Nach Indukt ionsvoraussetzung gibt es also Ffir die Reihen 
G eine Funkt ion  ~q',: N--~ IN mit der folgenden Eigenschaft: 

FiJr beliebige ((~k,),(~)) aus ( p , T ~ , . . . , T . _ , ) R [ [ T I , . . . , T , _ I ] ]  rN+~ und 
((Yk,), (21))) aus R [[  T 1 . . . . .  T,_ t ] ]  'iN + x'} mit 

G((uk,), (a~), (Yk,), (2ij)) =- 0 rood(p, T 1 . . . .  , T~_I) ~;~c} 

existiert eine L6sung ((u,r aus R[ [T~, . . . ,T~_~] ]  mit G((u,,), 
(a~), (Yk,), (xij)) = 0 und 

Ukt ~--- ~kt I 
! 

a s 
rood(p, T 1, T~_I) ~ 

Ykt ==-Ygt I " " '  

Xij ~ Xij 

Wir definieren nun 

(c, V) = max {?,. 9; (max {c, r }), r = 1, . . . ,  ~,}. 

Wir mtissen nun zeigen, dal3 die so definierte Funkt ion  den Bedingungen yon 
3.11 genfigt. 

Sei nun ; e m A  N und X e h  N' mit f ( y ,  ~ ) ~ 0  mod ((g05, 2))+ T "(~'"~) und o.B.d.A. 
g(~,2)(T~ . . . . .  T , _ I = 0 ) ~ 0  mod(p,  T/,), wobei r < u  die kleinste Zahl mit dieser 
Eigenschaft sei. 

Wenn r = 0  ist, ist g ~ , 2 )  eine Einheit und wit sind fertig. Wenn r > 0  ist, gibt 
es nach dem WeierstraBschen Vorbereitungssatz ein Po lynom 

h ( T , ) = T j  +h ,_  1 Tj-- '  + .., +a  o 

aus R l I T  1 . . . .  , T,_I] ] IT,],  so dab die ~ Nichteinheiten sind, und eine Einheit h, so 
dab g(~, 2)=~(T~)h ist. 

Wit  dividieren nun mit HiKe des Weierstral3schen Vorbereitungssatzes die 
-Vk dutch  ~(T~) und erhalten:  

r - - 1  

; k = a ( T , )  ~k+ ~ ; ~ , T ~  k = l  . . . .  , N  
t = 0  

mit ~kEA und ~,~ ~ R [ [ T  t, . . . ,  T~_I]]- 
Analog verfahren wit mit ~i~ und 2h und erhalten 

t = O  

r - - 1  

-Xk'----a(T.)z~, ' +  E Xk'j Td 
j=O 

mit Uat, Xkv~R[[T1 ,  . . . ,  T,_I]] .  
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Da nun die Yk~m waren, folgt aus den Eigenschaften des WeierstraBpolynoms 
a(T,), dab die uk, alle aus (p, T1, ..., T,_t) sind. Wit k6nnen sie also in beliebige 
Potenzreihen einsetzen. Das war gerade auch der Sinn der Substitution der U k, 
denn im allgemeinen kSnnen die Yk, auch Einheiten sein, die man dann nut in 
Polynome einsetzen kann. 

Nun setzen wir f~  =~_,~-~Yk, T.', i~ =~_f,2~ ik, T', und ~ - = ~ ' 2 ~  ~k, T,'. Aus 
der Taylorschen Formel erhalten wir 

~ff+, ~+ ,~+)=~ff ,  ~,~) mod a(T.) 

h,(o ~+, u+, x+)-----~/i(Y, U, "~) mod a(g,) 

f~(9 +, ~+, ~ +)-=f,(y, ~, ~) mod a(T.). 

Weiterhin wissen wir ja, dab ~07, f i ,~)=0 mod a(T,) ist und h(y, ~,~)=0. Damit 
ist f~(y+, ~+, ~+)=f~(y, ~, ~ ) - 0  mod((a(T,))+ T'(~'")). Es gibt also k~ und ~0~ aus 
A mit 

f~(y+,a +,~+)=a(T,) k, +~o, 

und 

(pi-O mod T '~(~''). 

Wenn wir nun die (Pi mit Hilfe des WeierstraBschen Vorbereitungssatzes durch 
a(T,) dividieren, erhalten wir: 

r--i 
q~=a(T,)g ,+  ~(p~, T,' mit qh, eR[_[Tx,... ,T,_~]]. 

t=0 

So erhalten wit s ~+, ~+)=~-o*  ~0~, T,' mod a(T,). 
Wir betrachten nun das Gleichungssystem (+)  und die Q, QI, Q~,' und erhalten: 

f~(y +, ~+, ~ +) = a(r.)  O'/((~,), (y~,), (~,), (as)) 
r--I 

+ ~ Fo((Ftk,), @k,), (s (as)) Tj. 
j=O 

Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung beim WeierstraBschen Vorbereitungssatz 
ergibt sich 

F~((~,), (A,), (~,), (as))= ~o,~ 

fiir alle i,j. Analog erhalten wir 

Gj((~k,), (;k,), (2k,), (a,))= 0 

L,~((~,), (y~,), (~,), (as))= O. 

Um die Induktionsvoraussetzung anwenden zu k~Snnen, mtissen wir zeigen, dab 
~p~-O rood T "(~'")/" ist. Das gew~ihrleistet uns das folgende 
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3.12. Lemma.  Sei (peA eine Potenzreihe yon der Form 

r--i 
( p = a ( r . )  ~ + ~. (p; T 2 r > l ,  

j=O 

mit n e A  und (pieR lIT1, . . . ,  T ,_ l ]  ]. 
Wenn (p =- 0 mod m ~" ist, dann gilt (p; =- 0 mod rn" fi~r alle j. 

Wir wollen zun~ichst im Beweis von 3.11 fortfahren und das L e m m a  im An- 
schlul3 beweisen. 

Wir haben nun folgende Situation" 

fiJ((fflkt)' (f~kt)' (Xkt)' (CIs)) ! i  } 
aj((~k,),(~k~),(2k,),(gq)) mod(p ,  T 1 . . . . .  T,_I) ~ 

Lij((G,),G,), (~,), (~)) 

Nach  lndukt ionsvorausse tzung  existieren (Ykt), (G), (Xkt)' (Llkt) aUS R [ [ T  1 ... .  , T._I] ] 
mit  

und 

F ij((Ztk,), (Yk,), (Xk,), (as))= 0 

C, j((uk,), (yk,), (x~3, (as))= O, 

Li~((u~,), (y~,), (x~,), (as))= 0 

Xkt ~ "~k i / 

(+ +) uk'~Uk' 1 " mod(p, ~ . . . . .  T~_I) m~I~'~ 

a s =~ {l s J 
fiir alle k, t, s. Sei nun a(7~,)= Td+ar_1 Td -1  + ... +a o. Wit setzen 

r--1 

Yk=a(T.)Zk + ~ Yk, T'. 
t=O 

und definieren analog u k, x k. 
Aus der Taylorschen  Formel  erhalten wir .If(Y, x) =-0 rood a(T,) und g(y, x ) = 0  

rood a(T,), denn es ist ./I(Y, x)- .~O' ,  u, x) rood a(T,,), g(y, x)=-~(y, u, x) mod a(T,) 
und hi(y, u ) - O  rood a(T,). Anderersei ts  ist wegen der Kongruenz  ( +  + )  g(y ,x)~O 
rood(p, T") and y~-y  rood m"; somit haben wit g(y, x )=a(T , ) .  Einheit. Dami t  ist 
das L e m m a  bewiesen. 

Es bleibt noch L e m m a  3.12 zu beweisen: 
Sei 7 z = ~  b k T, k mit bk~R[ [ T  I . . . . .  T~_I] ], Dann  ist 

r--I 
(P= ~ ( 8 o  b j +  ... + ~ ;  bo+(p  j) T,J+ ~ (bk+bk+tS~_t + "'" +bk+,.8o) T2 +k. 

j=O k= >0 

Wir zeigen nun induktiv, dab  bke(p ,T  ~ . . . . .  T,_I)' ist fiir alle k mit  0_<k__< 
r ( u - t ) -  1. Sei n~imlich bke(p, T~, .. . ,  T,_I) '-~ fiir alle k mit O<_k<<_r(u-t+ 1 ) -  1, 
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t > l ,  dann folgt D k = b k + b k + , 8 ~ _ , + . . . + b k + , 8  o liegt in (p, T t , . . . , T . _ , y  ftir 
alle k mit 0 <- k _< r (u - t) - 1, weil ja D k T, ~ + k C m ~ ~ ist. Nun ist aber b k + r_ j ~j ~ (p, T~, 
..., T,_ly fiir alle j = 0 ,  ..., r -  1, weil ja ~ Nichteinheit ist. Deshalb muB bke(p, T1, 
.... T,_I)' sein. Wir setzen nun t = u - 1  und erhalten bke(p, T~, . . . ,  T._I) " - l  fiir 
alte k = l , . . . , r - 1 .  Damit ist ~ k _ ~ b j e ( p , T , , . . . , T , _ O  ~ fiir alle j = l  . . . . .  r - 1 .  
Da nun rpj + 8j b o +.-- + 8o bj c(p, T~ . . . . .  T,_ t)" ist, ist damit das Lemma bewiesen. 

Damit ist Theorem2.5 bis auf Nerons p-Desingularisierung vollstiindig 
bewiesen. 

4. Ein Lemma zur p-Desingularisierung 

Sei R e i n  diskreter Bewertungsring der Charakteristik 0 oder ein K6rper der 
Charakteristik p. 

Sei q c  R [[T, Y]] IX] ein Ideal, wir definieren 

s(a_) = {f ,f~ HomRtm~(R [[T, Y]] [X]/a,  R [ [T]]) ,  f (Y )e  T} 

s(a, c)= { f  f 6 H o m g t m l ( R  [[T, Y]] [X]/a_, R [ [ T ] ] / T ~ ) , f ( Y ) c  r } .  

Wir sagen weiterhin, dab q polynomial definiert ist, falls ein k e { 1, ..., N} existiert, 
so dab a_ ein System von Erzeugenden aus R [ [ T ] ]  [[Y1 . . . . .  Yk]] [Yk+ 1, "",  YN, X] 
hat und a_c~R[[T, I11, . . . ,  Yk]] = 0  ist. 

4.1. Lemma. Fiir jedes Ideal a yon R [IT, Y]] [X], T, Y, X wie in 2.5 kann man 
eine endliche Menge yon Primidealen 

F(a) ~_ {qjSpec R [[T, Y]] [X], q c~ R [ [ T ] ]  = 0, Q(R [[T, Y]] [X]/q)]Q(R[T])  

separabel, q polynomial definiert} 

f inden und eine Funktion Oa_: IN--~ IN mit der folgenden Eigenschaft : 

(1) Wenn s(a)=~ ist, dann ist ~ ) s(q)=~, 
q c F (a_) 

(2) wenn s(a_, O,(c) )~J  ist, dann ist ~.) s(q, c)@-~J. 
~F(a_) 

Beweis. Sei Fl(a_)={qcSpecR[[T,  Y]] [X] ,  q c~R[ [T] ]=0 } .  Analog zu 3.1 
zeigt man zun~ichst, dab eine Funktion 01 : IN --, IN existiert, so dab aus q(y, x) =- 0 
mod T ~ folgt q_(y, x )=  0 rood T c fiir ein q e F 1 (a). 

Daraus ersehen wit, dab es geniigt f'fir alle q_ aus F 1 (a) die Menge F(q) und die 
Funktion 0 4 zu definieren. Dann k6nnen wit n~imlich F(a_)= U F(q_i) und 0~_(c)= 
01 (max 0q_,(c)) setzen, wobei die q_i die zu a assoziierten Primideale durchlaufen, 
und sind dann fertig. Sei also a ein Primideal mit qc~ R [ [ T ] ]  =0.  Wenn 

h t (ac~R[[T ,  Y]])> N 

ist, finden wir nach Lemma 6.1 einen Isomorphismus ~p der Form 

2 V,+y r,+ y, 
j>i j>i 
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mit nattirlichen Zahlen b j, c j, ej, die > 2  sind, so dab q~ = q ( a )  tiber R [[T~, . . . ,  T~]] 
[T~+ 1 . . . .  , T,, K X]  definiert ist und q~c~R[ [T  1 . . . . .  T~]] = 0, s < n .  

q0 definiert nun eine Abbi ldung 

a: R[[T,  Y ] ] / a n R [ [ T ,  Y]]-- .  R[[T~, . . . ,  T~]] [T~+, . . . .  , r , ,  Y]/a 2 

mit _a 2 =_a 1 n R [[T, Y]]. 

R[[T~, . . . ,  T~]][T~+~, .. . ,  T,, Y]/_a 2 ist ein endlicher freier R[[T~, . . . ,  T,]]- 
Modul  vom Rang sagen wir t. Nun w~ihlen wir O(c)= t + 1. Wir wollen uns nun 
tiberlegen, dab es kein y, x aus R [ [ T ] ]  gibt mit _a(y, x)---0 mod T '+ 

Dazu nehmen wir einmal an, dab die obige Kongruenz  ftir gewisse y, x erftillt 
ist. Dann betrachten wir den Morphismus  

6: R[E T, Y]] /anREET ,  Y ] ] ~ R E E T ] ] / T  '+' mit 6 ( T ) = T  

und y = 6 (Y). Es ist klar, daB,5 surjektiv ist. Damit ist ,5 o a-~ surjektiv. Das kann aber 
nicht sein. Um dies einzusehen, betrachten wir ,5 o a -~ IR[[T, ,  . . . ,  T~]]: T ~  T~+ 

Tj~ '+~y~  '. Das ist aber eine Injektion R[[T~ . . . .  , 
j>s  
Durch die Festlegung T~ ~-, Tj fiir j > s kann diese Injektion zu einem Isomorphis-  
mus ,5' yon R [ [ T ] ] / T ' + *  erweitert werden. Dieser Isomorphismus definiert uns 
eine Surjektion 

,5'-* o 6 o a -*  : R [[T~, . . . ,  T~]] [T~+, . . . .  , T,,, Y]/a_ 2 -+ R [ [ T ] ] / T  t+ 1. 

Diese Abbildung liiBt R [ [ T  1 . . . . .  ~ ] ]  lest. Bei der obigen Abbildung kann aus 
Dimensionsgrt inden (Wahl von t) nicht jedes T~ ein Urbild haben. Das ergibt einen 
Widerspruch. 

Wir k6nnen somit voraussetzen, dab h t(_a c~ R [[T, Y]] )<  N ist. Dann existiert 
ein Automorphismus  y von R[[T,  Y]] yon der Form 

v(r,)=T~+p,(Y), v(D--r~+p'i(r~+,,..., YN), 

so dal3 v(_a) polynomial  definiert ist. Man iiberlegt sich nun leicht, dab s ( a ) = 0  ist 
genau dann, wenn s(v (_a)) = ~  ist, und dab s(_a, c) =0 i s t  genau dann, wenn s(v (9), c)= 0 
ist fiir alle c~N.  Wir k6nnen also jetzt folgende Situation annehmen" 

q~REET, Y]]EX]  ist ein Primideal mit q c~R[[T, Y ] ] = 0 .  

Wenn die kanonische Abbildung uq_: Q(RF[T, Y ] ] ) ~ Q ( R [ [ T ,  Y]]EX]/q)  
separabel ist, sind wit fertig, denn dann setzen wir F (q )=  {q_} und O~=id. Wir 
k6nnen also annehmen,  dag R ein K6rper  der Charakterist ik p ist. 

Wir werden nun induktiv fiber s ~ = N ' - h t ( q )  unser F(q) bestimmen. Da 
wir q c~ R [IT, Y]] = 0 voraussetzen k6nnen,  ist s~__>0 und der Fall sq = 0 ist trivial. 

Wenn u~ nicht separabel ist, werden wir ein Ideal a' ~ q  konstru~eren und eine 
natfirliche Zahl ~, so dab aus q(y, x)-=0 rood T ~c folgt a'(y, x ) - 0  rood T r ftir be- 
liebige y e  T R [ [ T ] ]  ~, x e R  [ [ T ] ]  w und c~IN. Wenn wir ein solches a' konstruiert  
haben, sind wit nach Indukt ionsvoraussetzung fertig. Wir wiihlen F(q)=F(.a ')  
und 0q = ct- 0a,. Wir miissen also die Existenz eines solchen _a' nachweisen. Wenn 
nun u~ nicht-separabel  ist, gibt es eine endliche rein inseparable Erweiterung K 
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yon R, so dab K P ~ R  ist und K((T', Y'))| Y]][X]/q_) kein redu- 
zierter Ring ist, wobei T ' = ( T  1' . . . . .  T,') und Y'=(YI' . . . . .  Y;i) neue Variable sind 
mit Tk'P= T k und Yk '~= Yk fiir alle k. Es ist nun K[ [T ' ,  Y']] ein endlicher ffeier 
R [[T, Y]]-Modul. Nach Resultaten yon Greenberg (vgl. [5])existiert ein Funktor 

yon der Kategorie der K[[T' ,  Y']]-Algebren yon endlichem Typ in die Kate- 
gorie der R[[T, Y]]-Algebren yon endlichem Typ, so dab f f  linksadjungiert 
zum Funktor  ~z* der Skalarbereicherweiterung der Kategorie der R[[T, Y]]- 
Algebren in die der K [IT' ,  Y']]-Algebren ist. Dafiiber hinaus fiJhrt J~ surjektive 
Abbildungen in surjektive fiber. 

Nun ist ~*(R[[T, Y]] [X]/q)=R[[T, Y]] [X]/q_ @R[[T, vllK[[T ', Y']] nach der 
Wahl von K und T' nicht reduziert. Sei b__=]/qK[[T', Y']] IX] und c~ die kleinste 
Zahl, so dab b~c_q_K[[T ', Y']] [X] ist, sei weiterhin 

v: n*(R[[T, Y]] [X]/q_) 

= K[[T' ,  Y']] [X] /qK[[T ' ,  Y']] [X]---, K [IT' ,  Y']] [X]/b_ 

die kanonische Surjektion. Wit betrachten das fotgende Fasersummendiagramm 
in der Kategorie der R[[T, Y]]-Algebren: 

REET, Y]]EX]/q_, ~ (.~o n*)(REET, Y]][X]/q_) 

v'[ t,~t,) 
B,  " ,~(K[[T' ,  Y']] [X]/b) 

wobei ~b der Adjunktionsmorphismus ist. Weil ~(v)  eine surjektive Abbildung 
ist, ist auch v' surjektiv. Andererseits kann v' nicht injektiv sein, denn sonst w~ire 
v bijektiv: In diesem Fall wtirde n~imlich ein ~: K[[T',Y']][X]/b_---~ 
Tc*(R[[T,Y]][X]/q_) existieren, so dab q~oJ~(~)=v ' - lou  ist. Daraus folgt 
q~ o ,~-(~ o v)=q~ und somit ~ o v=id. Weit v nun surjektiv ist, wtirde daraus folgen, 
dab v bijektiv ist. Das ist aber nicht m6glich, da ~*(R[[T, Y]] [X]/q_) nicht redu- 
ziert ist. Folglich existiert ein Ideal a' in R[[T, Y] ] [X]  mit _a'~q und B-~ 
R[[T, Y]] [X]/_a'. 

Sei nun yE TR[[T]] N, x c R [ [ T ] ]  N" mit q_(y, x ) - 0  mod T ~c. Sei 

a: R[[T, Y]] [X]/q ~ R[[T]] /T  ~r 

der dutch y und x definierte kanonische Morphismus yon R[[T]]-Algebren.  
Dann kann man den Morphismus n*(a): K[[T' ,  Y ' ]][X]/qK[[T ' ,  Y']][X]--* 
K[[T ' ] ] /T  'p~c zu einem Morphismus 6: K[[T' ,  Y ' ] ] [X] /b - - ,K[[T ' ] ] /T  'pc~ _ 
~*(R[[T]] /T  ~) liflen. Sei if: I f ( K I l T ' ,  Y']][X]/b_)--~R[[T]]/T c der aus dutch 
Adjunktion erhaltene Morphismus yon R[[T]]-Algebren.  Man iiberlegt sich 
sofort, dab ~ o Y(v)=  m o a o 4~ ist, wobei m die kanonische Surjektion 

R [[T]] /T  ~ ---* R [[T]] /T  ~ 

ist. Dann gibt es aber einen eindeutig bestimmten Morphismus yon R [ [ T ] ] -  
Algebren 2: R [ [ T , Y ] ] [ X ] / a ' = B - ~ R [ [ T ] ] / T  ~, so dab 2 o v ' = m o a  ist und 
2 o u = ft. Daraus folgt, dab _a' (y, x) - 0 rood T c ist. Damit ist das Lemma bewiesen. 
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5. Nerons p-Desingualisierung 

Wir wollen in diesem Teil den Satz 3.7 beweisen. 
Dazu werden wir zun~ichst den Prozef3 der p-Desingularisierung anschaulich 

beschreiben und so die Konstruktion im Beweis motivieren. Sei q~: R [[T, Y]] [X] --~ 
R [ [ T ] ] / T  ~ eine Abbildung gegeben durch X i ~ -~ i ,  Yi~-~i und seien 

f~ . . . .  , s  ~0 ( r<N) .  

Wir setzen weiterhin voraus, da6 die Bilder aller r x r-Minoren der Jacobischen 
Matrix der .f~ bei tp in p R [ [ T ] ] / T  ~ enthalten sind. Sei weiterhin 

J = Kern (R fIT, Y]] [X] --, R [[T]] /TS-~ . R/p [[T]]/TS),  

dannist  die durch J definierte abgeschlossene Teilmenge yon Spec R [[T, Y]] [X] /  
(.~ . . . .  , s  im singul~iren Ort von X enthalten. Sei nun J = ( h  1 . . . . .  h,). Um die 
Singularit~it yon .t~ bzgl, p aufzul6sen, blasen wir X in J auf und betrachten den 
durch p definierten affinen Bestandteil der Aufblasung 

= R [[T, Y ] ]  [X ,  Z]! ( f ,  . . . . . .  g, pZl - h ,  . . . . .  pZ,-ht ) .  

Sei X das Spektrum dieses Ringes. Nach Definition yon J ist hi( ~, .~)---p2 i rood T s 
ffir gewisse ~i aus R[ [T] ] .  Deshalb l~iBt sich der Morphismus ~0 zu einem Morphis- 
mus von SpecR[[T]] /TS- -~ .~  (definiert durch if, ~, 2) fortsetzen. Wir miJssen 
nun zeigen, dab sich ffir ein fiber (f~, ..., s  p Z  1 . . . .  , p Z , -  h,) liegendes Primideal 
von R[[T, Y ] J [ X , Z ]  die L~inge l der p-Singularit~it gegenfiber der dutch q~ 
definierten verkleinert hat. Um dies nachzuweisen, ben6tigen wir noch einige 
weitere Eigenschaften dieses Primideals: 

(1) es soll modulo p ein regul~irer Punkt yon .~ sein, 

(2) die f u n d  p Z j - h ;  miissen modulo p gewissen Retationen genfigen (d.h. 
wir mfissen aus ihnen andere Erzeugende des Primideals konstruieren deren 
Minoren eine kleinere L~inge ergeben). 

Wit wollen dann, wenn ein Punkt aus der Aufblasung den Bedingungen 
(1) und (2) genfigt, (nattirlich werden wit (2) noch pr~izisieren) sagen, dab er ein 
ausgezeichneter Punkt flit die Singularit~itenaufl6sung ist. 

Sei Rip = k und bezeichne ffir diesen Fall ,,o,, stets die Restklasse modulo p. 
Da die Bedingungen (1) und (2) Bedingungen modulo p sind und aus technischen 
Grfinden (Anwendung des Jacobischen Kriteriums), wollen wir zun~ichst statt 
mit Punkten aus .~ mit Punkten tiber k, d.h. modulo p rechnen. Modulo p ist ja 
auch ~" fiber k[[T, Y]] [X] definiert. 

Wir wollen nun vom geometrischen Hintergrund abstrahieren und rein 
algebraisch definieren, was wit unter einem ausgezeichneten Punkt der Singulari- 
t~itenauflOsung von Jl . . . . .  s verstehen. 

Sei also q ein Primideal aus k[[T, Y]][X] ,  das modulo p yon einem Punkt 
der Aufblasung kommt, oder allgemeiner sei q ein Primideal aus k [[T, Y]] [X], (<o 
das die f o enth~ilt ffir i=  1 . . . . .  r und alle r x r-Minoren der Matrix \0y j ,  ~Xn/.  
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5.1. Definition. q_ heiBt ausgezeichnetes Primideal in der Singularit~itenauf- 
1/Ssung yon fl . . . .  , s  und wir schreiben kurz (fl . . . . .  s wenn es 

h, . . . . .  hteR[[T, Y]] IX] 

gibt, t =< N + N', mit 

(0) h~ ~ 
( Ohi t~h i (1') es gibt einen t x t-Minor der Matrix ~ ,  - -  , t?Xk ! d e r  modulo p nicht in 

q_ liegt, 

(2') es existieren Potenzreihen Hi, QeR[[T,  Y]] [X], U,, gieR[[7;  Y]] [X, Z] 
i= 1 . . . .  ,r, l= 1, ..., t, Z = ( Z  a . . . . .  Zt) einige neue Variable, und eine nattirliche 

< < dab Zahl ~, 1 = ~ = r, so 

a) Qfi=pgi+ ~" Uit(PZl-ht) ist fiir i#~ ,  
l = l  

r 

b) Q ~ Hi f /=p2gr  ~ Uc~(pZ~-h 0 ist 
i = l  l ~ l  

c) (2 ~ U~r 

Dabei entsprechen die Bedingungen (1') und (2') genau den Bedingungen (1) und 
(2), die Bedingung (0) gewiihrleistet in unserer Situation, dab q yon einem Punkt 
der Aufblasung herkommt. Die Bedingung (2') wird uns, wenn wit die Existenz 
yon ausgezeichneten Punkten in der Singularit~itenaufl6sung nachgewiesen haben, 
helfen die L~inge der p-Singularit~it zu verkleinern (wit gehen dazu yon den {fi} 
zu den {gi} tiber, die eine kleinere L~inge liefern). 

(1)  Die Existenz yon ausgezeichneten Punkten in der Singularitiitenaufl6sung 

5.2. Satz. Sei a_ ein Ideal aus k[[T, Y]] [X] ,  f = ( f l  . . . . .  fr) ein System yon 
Potenzreihen aus R[[T, Y] ] [X]  r<=N, so daft fl~176 ist und alle r•  

( ~fi~ Ofi~ ) in a liegen. Minoren der Jacobischen Matrix \~3 y ,  ~? Xk _ 

Dann gibt es eine endliche Menge yon Primidealen 

G(a)_ {qe Speck [[T, Y]] [X], q c~ k [ [T] ]  = 0, f e  A(q_)} 

und eine Funktion a~: N - .  N mit der folgenden Eigenschaft: 
(G): Sei c ~ N  und y ~ m R [ [ T ] ]  N, x ~ R [ [ T ] ]  N' mit f ( y , x ) ~ O m o d T  ~~ und 

a(y ~ , x ~ ) - 0  mod T ~-"~c), 
dann existiert ein q_~G(_a) mit q_(y~176 Tq Ferner kanna_>= 1N monoton 
steigend gewiihlt werden. 

Beweis. Sei F(_a) und 0~ aus 4.1 gegeben. Wenn F(a) leer ist, iiberlegen wir uns, 
dab stets a_(y~176  ~ Wit setzen dann G(g)=0 und a a(C)= 
max{c, 0_,(1)} und sind fertig. Wenn F(_a)#0 ist, w~ihlen wit ein q~F(a). Sei s 
die H6he yon q. Nach dem Jacobischen Kriterium (wit kSnnen es anwenden, 
weil q_ eine separable Erweiterung definiert und polynomial definiert ist, vgl. 4.1) 
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existieren h 1 . . . .  , h~ aus R[ET, Y]] [X], so dab 

1) h~ ..., h ~  Maximalideal q_kEET, Y]] EX]~ yon kEET, Y]] [X]~ erzeugen, 
(~?h/~ 0h ~ ] 

2) ein s x s-Minor D d e r  Jacobischen Matrix \ ~ ,  ~ !  modulo p nicht in 
q liegt, d.h. D~ 

Nun sind die f/~ Es existieren Polynome Q, SiceR[[T, Y]] IX] i=  1, ..., r, 

e = l , . ,  s, s o d a B Q ~ 1 6 2 1 7 6 1 7 6  ~ o o ., = Siehe . 
e = l  

Sei nun ~ die kleinste natiirliche Zahl, so dab alle ~ x ~-Minoren der Matrix 

(~fo r  ' . . . , N , k = l  . . . . .  N'inqenthattensind. Dannexistieren 
g Y~' Oxk" 

o ~ �9 o a f f  
PolynomeH, eR[[T,  Y ] ] [ X ] i = I ,  ,~,sodal3 S" H~ Z 

' ,_-"1 - T2 j 
ist und H~4q_ ffir alle j (wir k6nnen H~ als einen ( 3 - 1 ) x ( ~ - D - M i n o r  der 

( c~fi~ Ofi~ ] i=  1, ~ -  1, j =  1, N, k =  1, N' w~ihlen, der nicht in Matrix \~yj ,  ~Xk! . . . . . . . . . . .  ' 

q liegt, falls ~ > 1 ist (Cramersche Regel), und H~ = 1 w~ihlen, falls ~ = 1 ist; man 
muB dabei natiirlich gegebenenfalls die f~ umnumerieren). 

Nun ist aber 

k ( i~ lH?S?e)  ~hO ~ O I s  ~ ( ~ h ~  

4 0 0 s 0 
(ooG , OQ ~ 

~--- i=1ZHO \ ~  ~ rj ~- o rj Ji e91- ~ rj e l  in q_ 

enthalten fiir allej. Analoges gilt fiir die partiellen Ableitungen nach Xj. Anderer- 
seits gibt es nach der Cramerschen Regel Potenzreihen mj~, aus R lIT, Y]] [X], 
so dab 

~. Oh~ ~. 0h~ 
j = 1 6~Yj mje' q- = DO (~ee" j = l  ~X~j m N + j " e ' 

ist, wobei 6er das Kroneckersymbol bezeichnet. Daraus folgt, dab 

/ r  o ~ N',N ~ [~?h o ~h o \ 
O0 ~ ] ~=lni S~ " = 2 k 2H~176 ~yjmje'-~-~j mN+j', e') 

i-- j',j=l e = l  i=1  

aus q ist fiir alle e' = 1, ..., s. Da aber nun D O r q ist, folgt daraus, dab ~ =  ~ H ~ S~ ~ q 
ist f~r alle e =  1 . . . . .  s. Also existieren Q' und Sr Y]][X]  mit Q,OCq 
und 

Q,O HI SO hO,. 
i ' =  

q q 14dr haben also folgendes erreicht: Fiir jedes q eF(a_) k6nnen wir Q~,S;~,S~e, , 
H~eR lIT,, Y]] IX] finden, i= 1 .. . .  , r, e, e'= 1 . . . . .  s mit 

Oq_Of/O= k S~O h~O ffir i#r  
e = l  
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und 

Qq_O nqo fio = go h}O h}?, 
\ i=1  ~ e,e'= 

wobei wit Hq=0 gesetzt haben, falls ~ <i<r ist. Daraus folgt, daft Potenzreihen 
V~q-e R [[T, g] ]  [X] existieren, so daft 

Q~-fi= ~ S~e h~+pVi q- istjfir i+~ 

und 

Qq- ~ H~f~ = S~ee' hq h}, + p V~. 
i=1 e ,e '= l  

Wir konstruieren nun induktiv eine Folge {Fro} m=> 1 auf die folgende Weise: 

FI=F(q), Fro= (J F(q+(V~q-~ fiiralle m > l ,  
~eFrn- 1 

wobei V~ die zuvor zu q u n d f  assoziierte Potenzreihe ist. Wenn f'fir ein q~F m 1 Vq 
die Eigenschaft hat, da-B V~~162 ist, dann haben alle Primideale von F-(q_+(Vq~ 
eine HShe, die gr6Ber als die yon q ist. Wenn Vq~ ist fiir alle qjFm_l, dann ist 
Fm= Fro_ t. Folglich existiert eine nattirliche Zahl u <__ N, so dab F,= F,, ~ 1 ist. Sei 
nun per definitionem G(a)=F~. Sei c e N ,  wit konstruieren nun eine Familie 
natiirlicher Zahlen {tim}, O<_m<_u-1 auf die folgende Weise: rio:C, tim= 
max {0~+ <v~o)(fl,,_l), q~ F~_m}. Wir setzen %(c)= G([1,_1). 

Wir mtissen nun zeigen, dab die auf diese Weise definierten G und c~ unserer 
Bedingung (G) gentigen. Sei y e m R [ [ T ] ]  N und xER[ET]] w mit f (y ,x)- :O 
rood T~ ~} und a_(y ~ x ~  mod T%~). Es ist Mar, dab dann F1 nicht leer sein 
kann. Es gibt also ein q eF1, so dab q_(yO, xO)=0 rood T '~-~ ist. Daraus folgt 

p V~q- (y, x) = Qq-(y, x) Hq(y, x)fi(Y, x ) -  S~e e, (y, x) hq(y, x) h q, (y, x) 
i-- e , e ' ~ 1  

=-0 mod(p 2, T~"-~), 

weil f(y, x ) ~ 0  rood T ~" -~ ist und h~(y, x ) -  0 rood(p, T ~" ~). Daraus folgt, dab 
V~q-(y, x) - 0 rood (p, T ~ -') ist und folglich (q + (V~q-~ (9 ,  x ~ =- 0 rood T ~ -'. Damit 
kann auch F 2 nicht leer sein. Auf diese Weise fahren wir fort und sehen, dab G(a_) 
nicht leer ist, und dab ein q jG(a )  existiert mit q{yO, xO)=0 rood TL Wir mtissen 
nun noch zeigen, dab feA(q_) ist fiir alle qeG(a_). Sei qeG(a), dann ist V~eq und 
es existieren Polynome Q', W~e aus R[[T, Y] ] [X]  e = l , . . . , s  mit Q ' ~ t ~  und 
Q'O V~lo = 2 ~ = 1  W0" "{e --e]~~ Damit erhalten wir die Kongruenz 

Qq-Q' ~ H~f~ = Q' ~ S~e ~, h} h}, +p ~ W~ h} mod p~. 
i=1 e,e' =1 e= l  

_ _ wg-,v   Wit kSnnen folglich ftir alte qeG(a) Potenzreihen Q~, S,e ,S~, ,  Hr, W~e., 
aus R[[T,  Y]] [X]  finden, so dab Q~-~ = F~:=I SL h~+p V~ ist und 

Q~ H~f i ~- S}e e, h~e h }, + p W~e h} + p2 W?, ( + ) 
i e , e '= l  e = l  

wobei Qq_O, H~O~q sind. 
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Wir machen nun in die obigen Gleichungen (+ )  die Substitution ~+~=pZ~-h~,  
l =  1 . . . .  , s mit neuen Variablen Z~. Daraus erhalten wir unsere gesuchten Potenz- 
reihen g~, U~eR lIT, Y]] IX, Z]:  

U. q- = - S g  fiir i=i=~, q-- ~ S~ieZ e ,e ~e g?- -  V/~+ 
e = l  

g~=W~ q-~- ~ S~ee'ZeZe " I ~ w~q'eZe 
e , e ' = l  e = l  

gqe = ~ (S~ee,(-h~.)+S~e,e(-PZe,))-PW~qe , 
e'=l 

und damit die gewfinschte Darstellung in (2') yon Definition 5.1. 

(2)  Die Aufl6sung der p-Singularitifiten 

Beweis yon Satz 3.7. Mit den Bezeichnungen yon 3.7 sei J ein endliches Er- 
zeugendensystem von q und f= ( f l , . . . , f ~ )  ein beliebiges System yon r Potenz- 
reihen (r = h t(q)) aus J. Um 3.7 zu beweisen gentigt es, eine endliche Teilmenge 

H I ~  _ {q_'ESpec R lIT, Y]] IX, Z], Z =(Z1 . . . . .  ZN~ N'), q'~--q, 

ht(q_')=h t(q_)+ N +  g'} 

zu finden und far jede monoton steigende Funktion q) mit (p > 1~ eine Funktion 
fll zu finden mit der folgenden Eigenschaft: Fiir jede nattirliche Zahl ? und atle 
yem  R [ [ r ] ]  N und x e R [ [ r ] ]  N" mit q(y, x ) - O  mod r ~q~') und O#l(?,f ,y ,x)< oo 
ex i s t i er t  ein q ' e H  I und ein ) t e n  sowie ein z e R [ [ T ] ]  N+N' mit q'(y,x,z)=-O 
mod T ~ )  und/(2,  q_', y, x, z) </(7,f,  Y, x). 

(Dabei ist / (? , f ,y ,x)  die h6chste Potenz von p, die alle Koeffizienten der 
Monome in T vom Grad __<? der M(y,x)  teitt, wobei M alle r x r-Minoren der 
durch f definierten Jacobischen Matrix durchl~iuft). 

Wenn wir diesen Fall erledigt haben, setzen wir 

H(q)= U Hf  und f l=max{f l f ,  f~_J} .  
f=J 

Es ist klar, dab dann 3.7 bewiesen ist. 
Wir wollen nun im folgenden zur besseren U nterscheidung l deale in R lIT, Y]] [X]  

wie bisher dutch , , - -"  kennzeichnen und Ideale in k [[T, Y]] IX]  dutch ,, ~" .  
Sei nun f = ( f l  . . . . . .  f~) ein System yon r Potenzreihen aus J. Sei al das von 

flo, ,j~o mad allen r x r-Minoren der Matrix ( ?fi~ ~?'/i~ ) ' \c')Yj" OX k in k[[T, Y ] ] [ X ]  

erzeugte Ideal. Sei G(fi~) und % wie in 5.2. Wir konstruieren eine Folge {G,,},,~ 
auf die folgende Weise: 

G~=G(al), G,,= U (G(gl+(D~176 ~176 

wobei D ~176 H~ ~ Q~~ die nach 5.2 zu ~ assoziierten Potenzreihen sind. Es ist 
klar, wenn G m nicht leer ist und O'aG,,, dann existiert ein g/"eG,,_ 1 mit ~ " ~ ' .  
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Damit gibt es, falls G 1 nicht leer ist, eine natiirliche Zahl eEN, so dab Ge+ ~ ist 

und Ge+ 1 =~. 
Wir setzen G=~), ,  G,"und betrachten das System der zu g/eG und f nach 5.2. 
assoziieren ~ ~ - - ~ (s=ht(0)). Wit fiigen {gi}i=l ...... +s, wobei wir g , + i - p Z i  h i setzen 
zu diesem System noch die Gleichungen ~ Z fiir s < u<_ N + N' hinzu und g r +  1t ~ u 

haben auf diese Weise ein System yon Polynomen gO= {~} i=  1 . . . . .  N +  N ' + r  
aus R[[T, Y]] [X, Z], Z =(ZI ,  .--, ZN+N')- Wir setzen nun 

H = {(q,_ Z)} u {q',_ q_q , '=  q' ein zu (gf, --., g~+ N+ N,) assoziiertes Primideal fiir ein 
~teG, ht(q') = N + N' + h t(q)}. 

Nun wollen wit die zu f u n d  q~ assoziierte Funktion 13: N--~ N konstruieren. 

Wenn alle r x r-Minoren der f entsprechenden Jacobischen Matrix \O Yj' ?Xk /  

in q enthalten sind, w~ihlen wir/3(7)= 7 fiir alle y e N ;  dann gibt es n~mlich kein 
y e ~ R [ [ r ] ]  N, xeR[[T]] N" mit q_(y, x ) - 0  m o d T  ~(r) und l(7, f, y, x)< oo. 

Wit k6nnen also annehmen, dab ein r x r-Minor M der f entsprechenden 
Jacobischen Matrix existiert mit Mq~q. Sei ] / ~ = q o C ~  .-- c~q, die Primideal- 
zerlegung yon ( ] / ~  in R[[T, Y]] IX].-Nach der Wahl yon f ist q_ ein zu f as- 
soziiertes Primideal. Sei also o.B.d.A, q=qo.  Wenn p > 0  ist, setzen wit b-- 
q_1 n . - .  c~q~ und betrachten die kleinste Zahl d mit Meeq_+_b fiir alle r x r-Minoren 

(Of/ 0 f / ]  Die Existenz eines solchen d zeigt man analog zum der Matrix \dYe' 3Xk]" 

Beweis n = 0  im Teil 3. Wenn g = 0  ist, setzen wir d = l .  Sei nun %:  N ~ N  die 
wie folgt definierte Funktion: 

am(c) = max {c~ + (n~o)(C), a~+ (o~o)(C), o~ 0 + (o~o~(c); 0 e G,.} 

fiir alle c e N  und m = I, . . . ,  e. Wir konstruieren induktiv eine Familie von Zahlen 
{/~,,},. = o ...... auf die folgende Weise: 

/~o=max {%(1), yd}, /~," = %_,, (VWq~ (~ + (r + 2)/~,,- 0) 

fiir m=  1, ..., e, (% =en),  wobei Weine Zahl ist, die gr613er als die Anzahl der zu 
(gO) assoziierten Primideale ist ffir alle ~eG, und V eine natiirliche Zahl ist mit 
( ~ ) v m _  (g~) ftir alle 7/e G. Wir setzen/~(~) = r (/~o). 

Wir miissen nun zeigen, dab die so definierten H und/~ den Bedingungen yon 
3.7 geniigen. 

Sei y>O und yernR[[T]]  u, x e R [ [ T ] ]  u" mit q(y ,x )=-OmodT ~ )  und 

[Of/ O f / ]  mit O+l(7 , f , y ,x )<oo.  Gibt es einen r x r - M i n o r  M der Matrix ~r 0XR! 

M(y,x)~-Omod(p,  T~'), dann w~ihten wir q'=(q,Z) ,  2 = / ~  und z~=0 ftir alle 
u = l  . . . .  , N + N ' .  Es ist dann q ' (y , x , z )=Omod-T  ~(z) und l(2, q ' ,y ,x ,z)=O. Im 
anderen Fall (wenn ein solcher Minor nicht existiert) folgt, dab ht(y~176 
0 mod T a" ist. Es existiert also ein ~ G ~ ,  so dal3 ~(yO, xO)=0 mod T ~" ist, wobei 
wir hier der Kiirze halber mit 9,. die Zahl VW~o(~,+(r+2)/~,._0 fiir m =  1, ..., e 
bezeichnen. Man tiberlegt sich nun leicht, dab eine natiirliche Zahl m' existiert 
und ein g/eG~_,. , . l_mit  g t ( y ~ 1 7 6  ~"" und H~~176176 D~176176176 
QOO (yO, xO)~0 rood T ~ ' - ' .  
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Diese Zahl  m' findet man  auf die folgende Weise: Nehmen  wir einmal an, 
[/(yO, x o) _ 0 rood T om und D O o (yO, x o) = 0 rood T/~-~ fiir ein g/c G e_,. + 1 m e { 1, .. . ,  e}. 
Dann  ist (~ + (D~176 (yO, x o) _ 0 rood T t~m-', folglich existiert ein g/'e G . . . .  so dab  
~/, (yO, x o) _ 0 rood T om -~ ist. Falls H~ "~ (yO, x o) ~ O, O 0'~ (yO, x o) ~ O, QO' O(yO, x o) 
0 m o d  T ~m- 2 ist, setzen wir m ' =  m - 1 ,  ansonsten fahren wir auf  diese Weise fort. 
Nach  einer endlichen Anzahl  von Schritten werden wir auf jeden Fall am Ziel 
sein, weil H~~176176 D~176176176 Q~176176176176 ist fiir alle 
gtEG e. Wir setzen nun 2 = 7 + ( r + 2 ) / ] , , ,  1- Sei n u n  glEGe_m,+l _mit gl(y~176 
0 rood T ~m' und H{ o (yO, xo), D 0 o (yO, x o) ~ 0, Q0O (yO, x o) ~ 0 rood T era'- 1. 

Nach  5.2 haben wir folgende Gleichungen in R[[T,  Y]] IX,  Z]"  
~O _ ~7  h A l) Wir setzen zur Abki i rzung wie zuvor ~ .+~-~ , .~ -  ~, u= 1 .. . .  , s (s=ht(gl)), 

2) Q0f~ = p gf + ~ Uf, gq~ +, fiir i :# g, 
u = l  

(2 .,) i 3) Q0 H = p Z g ~ +  0 0 U~, g,+ ,. 
\ i = 1  : u = i  

Sei nun z e R [ [ T ] ]  N+N" rnit x, g~+,(y, z)=-OmodTa% u = l  . . . . .  s (ein solches z 
k/Jnnen wir finden, da h~~176176 ist). Wir  setzen weiterhin z , = 0  
f i r  s < u < N + N ' .  Es ist klar, dab  bei dieser Wahl  (g~  ~ '  ist; 
folglich existiert ein q' aus der Menge der zu (gO) assoziierten Primideale mit  
q ' ( y , x , z ) - O m o d T  ~  Wit  zeigen nun, dab  q'~_q, Unter  Benutzung von 1) 
und 2) erhalten wir, dab  QC~f~Eq' ist fiir i + ~  und (2~ '. Nun ist aber H~ 
und QO r q_,, weil q' (y, x, z)_~ r r ]-st und H~ o (yO, x o) ~ 0, Q~O ( 7 ,  x~ ~ 0 m o d  r t~ ' - '  

ist; folglich liegen die fl  . . . . .  f ,  in q'. Wenn nun ~ . . . .  f , ) = q  ist, sind wir fertig. 

Absons ten  miissen wir uns an die Primidealzerlegung von 1 / ( ~  erinnern und an 
die De fn i t i on  von d und _b: Es existieren also M~eq und Mz~_b, so dab  M e =  
M 1 + M 2 ist. Nun  ist abet  M ~176 x o) ~ 0 mod  T 7d und M 1 (y, x) = 0 m o d  T p~). 
Daraus  folgt, dab M2(y, x)~O m o d  T ~d ist. Dann  ist aber _b(y, x ) ~ 0  m o d T  eta) 
und somit  b c  ' _ _ : ~ q .  Da  aber  qba_qc~b~_l /~c_q  _' gilt, folgt qc_q'. 

Wir mi i s sennun  zum Schlul3 noch zeigen, dab sich die ganze Miihe gelohnt  hat, 
d.h. dab / (2 ,  q', y, x, z) < l(y, f, y, x) ist. Wir setzen l( 7, f, y, x ) =  t. Es geniigt zu zeigen 
(nach Wahl  von q_'), dab/ (2 ,  (go), y, x, z) < t ist. Dazu gentigt es einen (r + N) x (r + N)- 
Minor  M der Matr ix  

. ,  N '  " -,  i = 1 , . ,  r + N +  , j = l , . . . , N , k = l  . . . .  , N ' , u = l , . .  N + N '  

zu finden mit M(y, x, z)~-O rood(if ,  Ta). 
Unter  Benutzung yon 2) und 3) erhalten wir nun  modulo  T s~' folgende 

Kongruenzen :  

4) ~ ty, x,~-~jty, ~ ' ,  ,=~ U ~ ~  x, 
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fiir j - -1  . . . . .  N. AnaIoges gilt fiir die partiellen Ableitungen nach X. Wenn 
c~g,~ ~ i 

man 4) und 5)benutzt  und beriicksichtigt, dab fiir i>s  - -  

~3g~+ i ist und ~ = ~ i j  
J 

und fiir i ~  s gilt 

6~gr+ i __ chi Og~4 i 
 Yj'  xj' =pa j' 

sieht man, daf3 es geniigt einen (r + s) x (r + s)-Minor 19/der Matrix 

p. 0 
"p 

0f, 

0hq, eh~ 

OYj ~x  k 

= 0 ,  ( S g r ~ i ~ - o  

-OXj 

zu finden, dab ~ / ~ 0 m o d ( p  r~t+l, T ~+~m'-') ist. Wenn r > s  ist, wS.hlen wir )XT/ 
als den durch die Spalten des r x r-Minors M und die Spalten N ' +  N +  1, ..., 
N' + N + s definierten Minor. 

Wenn r < s <= N + N'  ist, folgt die Behauptung aus folgendem Lemma: 

5.3. Lemma. Sei A eine iiber R [[ T]]  definierte Matrix  yon der Form ( B ; ) ,  

wobei B eine r x N-Matr ix  ist, C eine s x N-Matr ix  und D = p I s (I s die s x s-Einheits- 
matrix), r < s < N .  Wir setzen voraus, daft ein r x r -Minor  M yon B existiert mit 
M g~ 0 mod(ff + 1, T ~) und daft ein s x s-Minor M' yon C existiert mit M' ~ 0 mod(p, T~'). 
Dann existiert ein (r + s) x (r + s)-M inor 1f4 yon A, so daft l(/l ~ 0 mod (pr+ ,+ 1, r.~+ ~'- i) 
ist. 

Beweis. Wir ktinnen o.B.d.A, annehmen, dab f'fir a l ter  x r-Minoren M yon B 
gilt M ~ 0  mod(p', T~). 

Wir betrachten zunS.chst den Fall n=  1, d.h. T ist nur eine Unbestimmte. Sei 
C o die Restklassenmatrix mod p. Die Elemente yon C O liegen dann in dem dis- 
kreten Bewertungsring k [ [ T ] ]  (mit R/p=k) .  Es gibt somit zwei invertierbare 
Matrizen U' (sx s-Matrix) und V' (N x N-Matrix) mit Elementen aus R [ [ T ] ] ,  
so dab U '~ C~  '~ eine diagonale s x N - M a t r i x  ist. Sei U die (r + s) x (r + s)- 

Matrix (~ ~ , ) u n d  V die ( s + N ) x ( s + N ) - M a t r i x  (V '  0 U,_I I.  Es ist klar, dab 
~ d 

~ 1 es geniigt einen (r + s) x (r + s)-Minor M von A' = U' CV'  = U A  V zu finden, 

so dal3 M ~ 0 m o d ( f f  +'§ T e+~'-~) ist. Wir haben damit unser Problem auf den 
Fall reduziert, dab C O eine Diagonalmatrix ist. Nun seien u~,..., u~ die Spalten 
von M. Es gibt s - r -Spa l t en  yon M', die nicht in M vorkommen, sagen wit 
u,+ 1, ---, us- Nun gibt es einen ( s - r )  x ( s -  r)-Minor M" yon C, in dem die Spalten 
u~ + ~, ..., u~ vorkommen, mit der Eigenschaft M" ~ 0 mod (p, Tr'). Seien V~+ 1,---, Vs 
die Zeilen yon M". Sei M der (r+s) x (r+s)-Minor yon A, der durch die Spalten 
u l , . . . , u , , u~+t , . . . , u s ,  N + V 1 , . . . , N + V  , gegeben ist, wobei V 1 . . . . .  V~ atle die 
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Zeilen von C sind, die nicht in M" liegen. Dann gilt ~ / -  pr M" M ~ 0 mod (pr +, ~ a, 
T~+ ~'-~). 

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall n > 1. Sei M ein r x r-Minor von 
B, so dab M = H p t + H  ' ist, wobei H~0mod( f l ,  T~), H ' - 0 m o d  T ~, und sei M' 
ein s x s-Minor yon C, so dab M ~ 0  rood(p, T ~ ) ist. Wit kiSnnen ftir diese Lemma 
voraussetzen, dab k=R/p  unendlich ist, weil wir anderenfatls R hier durch eine 
unverzweigte Erweiterung R' von R mit unendlichen RestklassenkSrper k' 
ersetzen k6nnten. Es gibt also einen linearen Automorphismus a: R [ [ T ] ] ~  
R [ [ T ] ]  der Form 6 ( T / ) = T / + a i  Tn, a ,=0 ,  so dab or(H) und ~(m') modp  T,- 
allgemein sind. Wit kSnnen also oB.d.A, voraussetzen, dab H~ . . . .  ,0, T,)@0 
rood T ~ ist und M'~ . . . . .  0, T,)@0mod T ~" ist. Sei nun or': R[ [T]] - - -*R[[T, ] ]  
die kanonische Projektion, d.h. ~'(S)=S(0, ..., 0, T,). Nun ist klar, dab c~'(A) eine 
tiber R[[T, ] ]  definierte Matrix ist, die ftir den Fall einer Variabten den Be- 
dingungen unseres Lemmas geniigt. Es gibt also einen (r+s)x  (r+s)-Minor /V/ 
von A, so dab ~r'()V/)~0mod(p'+'+l,T,~+w-') ist. Dann ist abet auch AT/~0 
rood(p,+ t+ 1, T~+ ~,-1). Damit ist nun 3.7 bewiesen. 

6. Anhang 

Sei Rein  kompletter diskreter Bewertungsring, p die Bewertung. 

6.1. Lemma. Sei a ~_ R [[ Y]] [ X] ein Prirnideal rnit a c~R=0. Dann existiert 
ein R-Autornorphisrnus qo yon R [ [ Y ] ]  yon der Form Yi~--~Yi+ ~j>i YfJ, ej>=2, 
so daft ~o(a) die folgende Eigenschaft hat: 

(1) (p(a_)ist fiber R [[I71,-.-, Y,,]] [Y,,+ 1 . . . .  , YN, X] definiert und 

(2) qo(a_)c~R[[Y, . . . .  , Y m ] ] = 0 .  

Beweis. Wenn a ~ R [[  Y]] = 0 ist, sind wir fertig. Wenn nun a_ c~ R [[ Y]] + 0 
ist, kOnnen wir (da a n R = 0  ist) ein von Null verschiedenes f aus a c~R[[Y]]  
finden, das nicht durch p teilbar ist (Primidealeigenschaft). Nach einer Trans- 
formation der Art Y/~-~ Yi + Y2', kSnnen wir annehmen, dab f YN-allgemein ist, 
d.h. f(0,  . . . ,0,  Yu)=t=0. Wir k/Snnen weiterhin annehmen, dab wir yon einem 
Element mlnimaler Ordnung aus a ~ R [ [ Y ] ]  ausgegangen sind. Nach evil. 
Multiplikation mit einer Einheit kSnnen wir annehmen, dab f =  Y~ + b s_ 1 Y~- 1 + 

.. . .  +b  o ist mit b i e R [ [ Y  ~, ..., Yu-1]] (Weierstral3scher Vorbereitungssatz). Wir 
kSnnen nun mittels des WeierstraBschen Vorbereitungssatzes und f ein Er- 
zeugendensystem yon a_ so abiindern, dab a_ tiber R [ [ Y  I . . . . .  YN_I]][YN, X] 
definiert ist. Wenn nun a_nR[[Y 1 . . . . .  YN_I]]=0 ist, sind wir fertig. Ansonsten 
setzen wir das Verfahren analog fort. 

6.2. Satz (Jacobisches Kriterium). Sei a_~_R[[T]][X] ein Prirnideal rnit 

R [ [ T ] ]  ha_=0, dannist fiir ein Erzeugendensystem fl ,  . . . , f~ yon a_ Rang \ ~  ! 

rood a = h t(a), wenn Q(R [ [T ] ]  [X]/a) IQ (R [ [T] ] )  separabel ist. 

Beweis. Da h t(a_)=ht(a_Q(R[[T]])[X]) ist, kann man das Jacobische Kri- 
terium fiir Polynomenringe tiber KSrpern anwenden (vgl. Nagata, M.: Local 
rings. New York (1962)) und erhS.It mit Hilfe yon 6.1 die Aussage des Satzes. 
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6.3. Folgerung. Sei R yon der Charakteris t ik  0; seien T, Y, X wie in 2.5. Sei 
a % R [ [ T ,  Y ] ] [ X ]  ein Ideal mit a ~ R [ [ T ,  Y ] ] = 0 .  Sei q_ ein zu a_ assoziiertes 
Primideal und q' ein Primideal, das q enthSlt mit q' c~ R [IT, Y] ]  = 0. 

Dann ist S = R l IT,  Y] ]  [X]q_/a_ R l IT,  Y] ]  [X]q regulSr genau dann, wenn Rang 

( O f i ]  q, 
C~Xk ! m o d  _ = h t(q) ist. 

Dabei sei f l ,  ... ,fro ein Erzeugendensys tem yon a. 

M a n  kann hier den Beweis des entsprechenden Satzes yon N a g a t a  tibertragen. 
Der Spezialfall fiir a = q = q' ist 6.2. 

Literatur 

1. Artin, M.: On the solutions of analytic equations. I nventiones math. 5, 277- 291 (1968) 
2. Artin, M.: Algebraic approximation of structures over complete local rings. Publ. Math. IHES 36, 

23 - 58 (t969) 
3. Artin, M.: Construction techniques for algebraic spaces. Actes Congr6s intern, math. 419-423 

(1970) 
4. Artin, M.: The implicit function theorem in algebraic geometry. In: Proceedings of the Bombay 

Colloquium, pp. 13 - 34 (1968) 
5. Greenberg, M.: Rational points in henselian discrete valuation rings. Publ. Math. IHES 31, 59-  64 

(1964) 
6. Grothendieck, A., Dieudonne, J.: Elements de g6om+trie alg~brique. PuN. Math. IHES 4, 8, 11, 

17, 20, 21, 28 (1960/1968) 
7. Kurke, H., Pfister, G., Roczen, M.: Henselsche Ringe und algebraische Geometrie. Berlin: 

Deutscher Verlag der Wissenschaften 1975 
8. Neron, A.: Modeles minimaux des vari+tes ab61iennes sur les corps locaux et globaux. Publ. Math. 

IHES 21 (1964) 
9. Pfister, G.: Ringe mit Appproximationseigenschaft. Mathematische Nachrichten 57, 169-175 

(1973) 
10. Pfister, G.: Einige Bemerkungen zur Struktur lokaler henselscher Ringe, erscheint in: Beitr~ige zur 

Algebra und Geometrie (1975) 
11. Popescu, D.: A strong approximation theorem over discrete valuation rings. Rev. Roum. Math. 

Pures et Appl. XX (1975) 
12. Raynaud, M.: Travaux r6cents de M. Artin. Sem. Bourbaki 21, no. 363 (1968/1969) 
13. Raynaud, M.: Anneaux henseliens et approximations. Colloque d'Algebre de Rennes (France) 

(1972) 

Gerhard Pfister 
Sektion Mathematik 
Humboldt-Universit~it zu Berlin 
DDR- 108 Berlin 
Unter den Linden 6 
Deutsche Demokratische Republik 

Dorin Popescu 
Department of Mathematics 
University of Bucharest 
Str. Academiei nr. 14 
Bucharest 
Romania 

( Eingegangen am 21. November 1974/11. Februar 1975) 


