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1. Einleitung

Sei A ein lokaler noetherscher Ring, m das Maximalideal von A, A die Komplet-
tierung von 4 und A" die Henselisierung. In dieser Arbeit folgen wir einer Idee
von M. Artin, die er auf dem internationalen Mathematikkongref3 1970 in Nice
vorgetragen hat: Man untersuche Ringe mit folgender Eigenschaft:

Definition. A ist ein Ring mit strenger Approximationseigenschaft, wenn
folgendes gilt:

Seien Y=(Y,, ..., Yy)einige Variable, f=(f,, ..., f,,) €in System von Polynomen
aus A[Y7] und sei ¢ eine natiirliche Zahl. Dann gibt es eine Funktion 3: N—>IN
(N bezeichnet die natiirlichen Zahlen) mit der folgenden Eigenschaft:

Fiir beliebige y=(¥,, ..., V) aus A" mit
/) =0modm*®

existieren y=(y,, ..., yy) aus A" mit
J(»)=0

und
y=y modm*

(d.h. y;=y, modm" fiir alle i).
Wenn A4 ein Ring mit strenger Approximationseigenschaft ist, wollen wir kurz
AeSAE schreiben, bzw. A einen SAE-Ring nennen.
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In seiner Arbeit [2] konnte Artin zeigen, daB die Henselisierung eines Poly-
nomenringes iiber einem Korper in einem Maximalideal ein SAE-Ring ist.
Wenn A ein henselscher exzellenter diskreter Bewertungsring ist, folgt aus Resul-
taten von Greenberg [5], da 4eSAE ist. Darauf begriindet sich die Vermutung
von Artin (vgl. [3]), daB die Henselisierung eines Polynomenringes iiber einem
exzellenten diskreten Bewertungsring in einem Maximalideal ein SAE-Ring ist.
Dieses Problem konnte von einem der Autoren geldst werden (vgl. [117).

In unserer Arbeit werden wir nun zunichst einige aligemeine Eigenschaften
von SAE-Ringen untersuchen. Solche Ringe sind henselsch und universell japanisch.
Weiterhin ist jeder Faktorring eines SAE-Ringes ein SAE-Ring. Der Hauptteil
der Arbeit besteht darin, die SAE-Ringe durch eine schwichere Eigenschaft zu
charakterisieren:

Definition. A ist ein Ring mit Approximationseigenschaft, wenn folgendes
gilt:

Seien Y=(Y,, ..., Y) einige Variable, f=(,, ..., f,) ein System von Polynomen
aus A{ Y] und sei ¢ eine natiirliche Zahl.

Wenn fiir ein §=(y,, ..., Jy)e AV

f@)=0

ist, existieren y=(y,, ..., yy) aus AN mit
f»=0

und
y=ymodmA.

Wenn A ein Ring mit Approximationseigenschaft ist, wollen wir kurz AcAE
schreiben, bzw. 4 einen AE-Ring nennen.

Das Hauptresultat unserer Arbeit besteht nun darin nachzuweisen, daf
A€SAE ist genau dann, wenn A€ AE ist®.

Damit ist auch ein Problem geldst, das Raynaud in seiner Arbeit [13] gestellt
bat: Sei A ein AE-Ring, f und Y wie zuvor, 7™ eine Folge aus A" mit () =0 modm".
Gibt es dann eine formale Losung dieses Gleichungssystems?

Die eine Richtung der oben genannten Aquivalenz ist trivial, die andere
Richtung fiihrt man darauf zuriick, zu zeigen:

Ein formaler Potenzreihenring R{[T,, ..., T.1] iiber einem Cohenring R ist ein
SAE-Ring.

Der Beweis folgt der Idee von Artin [2] unter Benutzung einer Verallgemeine-
rung von Nerons p-Desingularisierung (vgl. [8]), die im fiinften Teil der Arbeit
gegeben wird. Sie stiitzt sich auf Methoden und Ergebnisse aus der Thesis eines

! Nach Fertigstellung des Manuskripts haben wir von M. van der Put eine Arbeit zugesandt be-
kommen, in der fiir den Fall kompletter lokaler Ringe gleicher Charakteristik das gleiche Resultat
mit etwas anderen Mitteln bewiesen wird. Wir wollen an dieser Stelle auf diese Arbeit hinweisen:
M. van der Put, A problem on coefficient fields and equations over local rings, erscheint demnichst.
Gleichzeitig wollen wir uns bei Herrn von der Put bedanken, der uns freundlicherweise auf einen
Fehler im Manuskript aufmerksam machte.
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der Autoren, die in [11] publiziert sind. Dort ist die p-Desingularisierung noch
wesentlich weiter ausgefiihrt.

Was ist nun der geometrische Hintergrund unserer Fragestellung? Betrachten
wir einmal folgendes Problem:

Sei S ein Schema von endlichem Typ iiber einem Korper oder einem exzel-
lenten diskreten Bewertungsring. Sei X ein S-Schema von endlichem Typ, V eine
abgeschlossene Teilmenge von S, so daf3 der Strukturmorphismus X — S einen
Schnitt s besitzt:

X—258
Vv

Wann kann man den Schnitt s auf ganz S oder wenigstens auf eine Etalumgebung
von V fortsetzen? Das ist ein im allgemeinen recht schwieriges Problem, wenn sich
der Satz iiber implizite Funktionen nicht anwenden 148t, d.h. wenn wir nicht wissen,
ob p glatt ist. Wir wollen deshalb zusitzlich fordern, daf} sich s iiber einen for-
malen Schnitt oder einen Schnitt einer durch V definierten infinitesimalen Um-
gebung hoher Ordnung faktorisieren 148t:

X;—L)S
v,
V

(wenn ¥V durch die Idealgarbe J von O, definiert ist, ist V, durch J” definiert). So
erhalten wir lokal affin folgende Situation:

ALY —— 4

tar

A/J

I definiert ein Gleichungssystem, das mod J” fiir groBe n eine Losung aus A4 hat.
Fortsetzung des Schnittes bedeutet nun eine Losung aus 4 zu finden.

Wir wollen einmal den Spezialfall betrachten, daB V' nur aus einem Punkt
besteht. Die Henselisierung von A in J liefert dann einen Ring, der die strenge
Approximationseigenschaft hat. Wir konnen deshalb eine strenge Etalumgebung
U von V finden, auf die wir den Schnitt s fortsetzen k6nnen. Solche Fortsetzungen
werden auch lokale Schnitte beziiglich der Etaltopologic genannt (vgl. Artin [4]).

Derartige Untersuchungen finden u.a. Anwendung bei der Algebraisierung
formaler Deformationen (vgl. zum Beispiel [7]).
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Durch die Aquivalenz von AE und SAE erhalten wir eine grofe Klasse von
Beispielen von Ringen mit SAE.:

noethersche komplette lokale Ringe,

henselsche Abschlieffungen von Ringen vom endlichen Typ iiber einem Kérper
oder einem exzellenten diskreten Bewertungsring in einem Maximalideal (vgl. [2],
(1,

konvergente Potenzreihenringe (vgl. [1]),

henselsche eingeschrinkte Potenzreihenringe iiber einem henselschen exzellenten
diskreten Bewertungsring (d.h. Ringe vom Typ {f, feR[[T,, ..., T,11, f algebraisch
modulo p™ fiir alle m>0, R henselscher exzellenter diskreter Bewertungsring mit
Bewertung p}) (vgl. [10]).

2. Allgemeine Eigenschaften von Ringen mit strenger Approximationseigenschaft

2.1. Bemerkung. Jeder Ring mit SAE ist ein Ring mit AE. Der Beweis ist trivial.

2.2. Korollar. Sei AeSAE, dann gilt:

(1) A ist universell japanisch,

(2) A ist henselsch,

(3) wenn A reduziert ist, ist A reduziert,

(4) wenn A Integritdtsbereich ist, ist A in A algebraisch abgeschlossen.

Den Beweis des Korollars, der zum Teil auf Raynaud (vgl. [12]) zuriickgeht,
kann man in [7] nachlesen, da diese Eigenschaften auch fiir AE-Ringe gelten.

2.3. Satz. Sei AeSAE und g ein Ideal von A, dann ist A/aeSAE.
Beweis. Sei f|, ..., f, ein Gleichungssystem aus A/alY;,..., Yy, sei F, ..., F,

eine Liftung dieses Gleichungssystems auf den Ring A[Y}, ..., Yy]. Sei weiterhin
g, .-, g ¢in Erzeugendensystem von g. Wir betrachten das folgende Gleichungs-

system
Gle—{—ZT;]gJ i:l,...,m
j

aus A{Y,, ..., Yy, Ty, ---, T, 1. Sei § die wegen der SAE-Eigenschaft von 4 dem
System der G, entsprechende Funktion, dann ist 3 auch eine Funktion, die fiir
das Gleichungssystem der f; die SAE liefert:

Sei nidmlich f(y)=0mod (m/a)* fiir gewisse y=(¥,,..., V) aus (4/a)". Sei
j=(,,...,Vy) eine Liftung der §; auf A4, dann ist F,(5)=0mod m*“ +4, dh.
E)+Y,t;g;em®® fiir geeignete r;;. Da AeSAE ist, gibt es eine Losung y=
-y und t={t,, ..., t,) aus A fiir das Gleichungssystem G;=0 mit y;=
7, mod m". Die Restklassen der y, mod g ergeben dann die gesuchte Losung fiir
das Gleichungssystem der f;.

2.4. Theorem. Jeder noethersche lokale Ring mit AE ist auch ein Ring mit SAE.

Beweis. Sei 4 ein solcher Ring mit AE. Um zu zeigen, dafl A ein Ring mit SAE
ist, geniigt es offenbar zu zeigen, dal 4 ein Ring mit SAE ist. Wir miissen also
folgendes beweisen:
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Jeder komplette lokale noethersche Ring ist ein SAE-Ring.

Nach Satz 2.3 und dem Struktursatz von Cohen fiir komplette lokale Ringe
(vgl. [6]) geniigt es zu zeigen:

Jeder Potenzreihenring iiber einem Cohenring R ist aus SAE. Dazu zeigen wir
allgemeiner das folgende Theorem:

2.5. Theorem. Sei R ein kompletter diskreter Bewertungsring der Charakteristik
0 und mit der-Bewertung p. Seien T=(T,,...,T)), Y=(Y,,..., V), X=(X,, ..., Xy)
einige Variable und A=R[[T]], m=(p, T). Seien weiterhin f=({,,...,f,) Potenz-
reihen aus A[[ Y]] [ X] und sei ¢ eine natiirliche Zahl.

Dann gibt es eine Funktion : N — N mit der folgenden Eigenschaft:

Fiir beliebige y=(,, ..., yy) aus mA" und X=(X,, ..., Xy.) aus A" mit

fF,x)=0 mod m*®
existieren y=(y,, ..., yy) aus mA~ und x=(x, ..., xy.) aus A~ mit

f,x)=0
und
y=ymodm’, x=xmodm'.’

Den Beweis dieses Theorems werden wir im néchsten Teil geben. Er basiert auf
folgender Idee:

Wir gehen aus von der Situation (X, ¥)=0mod m" fiir groBes M. Zunéichst
werden wir zeigen, dal man sich auf den Fall beschriinken kann, daB f(y,X)
=0 mod(T)¥ ist. Dann betrachten wir die Jacobische Matrix

of, _ _ Ofi _ _
= (an 0. 5y ’“))'
Ideal wire es, wenn sie mod (p, T™) vollen Rang hiitte.

In diesem Fall kann man durch Induktion iiber die Hohe des von den f; er-
zeugten Ideals und iiber die Anzahl der T; das Problem auf die Anwendung des
Newtonschen Lemmas (vgl. [1], [2], [7] oder [11]) zuriickfiihren.

Im allgemeinen werden aber alle Minoren der obigen Matrix modulo (p', T*)
verschwinden, d.h. es liegt eine p-Singularitit der Ordnung t vor. Diesen Fall
reduzieren wir durch eine verallgemeinerte p-Desingularisierung nach Neron
auf den vorigen.

3. Beweis des Hauptresultates (Theorem 2.5.)

(1) Reduktion auf den Fall, daf} f ein Primideal ist mit fnA=0

3.1. Lemma. Fiir jedes Ideal a von A[[Y]][X] (Bezeichnungen von 2.5) gibt
es eine endliche Menge von Primidealen

F(a)={g,q eSpec A[[Y]][X],qn A=0}

I Der Kiirze halber bezeichnen wir hier das N-fache dirckte Produkt von m 4 mit m A".
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und eine Funktion 6,: N — N mit der folgenden Eigenschaft: Sei ceN und yemA¥,
xe AV mit a(y, x)=0m’© (bzw. =0 mod T°?), dann gibt es ein geF(a), g2a und
q(y, x)=0mod m* (bzw. =0 mod T°). -

(Dabei verstehen wir unter a(y, x)=0mod m", dafl g(y, x)=0mod m® ist fiir
alle Potenzreihen gea.)

Wenn im folgenden das Ideal ¢ fixiert ist, werden wir statt 8, kurz 6 schreiben.

Beweis. Wenn an A0 ist, setzen wir F(g)=% und 0(c)=max{c,s+1,t+1},
wobei s die Ordnung einer von Null verschiedenen Potenzreihe aus A na ist und
t dadurch definiert ist, daf} fiir ein gean A gilt:

gem', g¢m'*h.
Wenn an A=0 ist, setzen wir F(a)={q,qeSpec A[[Y]][X], gn A=0, g kommt
in der Primidealzerlegung von 1/21 vor}. Daan A=0ist, ist F(a)+. Sei nun e die
kleinste natiirliche Zahl mit }/a°<a, k die Anzahl der Primideale in der Prim-
idealzerlegung von ]/é, s die kieinste natiirliche Zahl, so daB falls g A=%0 fiir
ein Primideal der Primidealzerlegung von l/é ist, in g N A eine von Null verschie-
dene Potenzreihe der Ordnung <s-—1 existiert. Sei weiterhin ¢ die kleinste natiir-
liche Zahl, so daB falls g n 440 ist fiir ein Ideal der Primidealzerlegung von ]/Zz_,
in g N A eine Potenzreihe liegt, die nicht in m' ist.

Nun definieren wir 8(c)=max {cek, kes, ket}.

Sei nun xe AV und yemA" und a(y, x)=0 modm® (bzw. =0 mod T?®).

Aus der Definition von e folgt ﬁ(y, x)=0 mod m®9¢ (bzw. =0 mod T?),
Nun wissen wir, daB fiir die Ideale der Primidealzerlegung von ﬁ gilt []; ¢; Eﬁ
Es ist also [] g,(y, x)=0 mod m*/¢ (bzw. =0mod T°®*). Daraus folgt, daB fiir
ein i ¢,(y, x)=0 mod m® (bzw. =0 mod T¢) gilt mit ¢’ =max {s, c, t}. Andererseits
muf fiir diese g, gelten ¢, A=0, weil dies sonst ein Widerspruch zur Definition
von s bzw. t wire. -

(2) Der Falln=0

Wir miissen hier fiir unsere Zwecke das Resultat von Greenberg [5] etwas
verallgemeinern.

Beim Beweis des Theorems 2.5 fiir den Fall n=0, d.h. A =R, k6nnen wir uns
nach Lemma 3.1 zunédchst auf den Fall beschrinken, dal} die f; ein Primideal g
erzeugen mit g R=0. Nach Lemma 6.1 existiert ein R-Automorphismus ¢
von R[[Y]], so daB ¢(q) iiber R[[Y,,..., Y, 11[Y, ., ..., Yy, X] definiert ist und
o(@nR[Y,,...,Y,]1]1=0. Sei also o.B.d A N’=0 und g liber

RULY,.. .Y, 0LY, . .\, Yyl

definiert mitg n R[[Y}, ..., ¥,]1=0. Da R von der Charakteristik O ist und gnR=0
ist, existieren nach dem Jacobinschen Kriterium (vgl. Anhang) g,,...,g, aus g

dg; .
(r=Hobhe von ¢q) und ein r x r-Minor M der Matrix (—gi) mit M¢q. Wir
Z2m+1

Jii=

schlieBen jetzt induktiv tiber N —ht(q); (ht(q) ist hier stets die Héohe von g).
Wenn die Hohe von g gleich N ist, folgt g =(Y;, ..., ;) und der Satz ist trivialer-
weise richtig.
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3.2. Lemma. Sei f=(f;,...,f,) ein System von r Potenzreihen aus

RI[Y,.oos Y, 1Y 1o s Yol mit fAR[LY,, ..., ¥,1]=0,

of

r<N—m,und M einr x r-Minor der Matrix (—fL) . Dann gibt es eine Funktion
Jjljzm+1

u: NxIN—IN mit der folgenden Eigenschaft: p(c,t)=c, ulc, t)=t fiir beliebige c,

teN. Fiir beliebiges yepR™ mit f(y)=0mod p**" und M(3)£0mod p' existiert

ein yeRY mit y=y mod p° und f(y)=

Wenn das Lemma bewiesen ist, ist der Satz klar:

Dazu betrachten wir F(q+(M)). Wenn F(q+(M)) nicht leer ist, gibt es ein
g'eF(g+(M)) '2qund h t(q )>ht(g). Damit gilt nach Induktionsvoraussetzung
der Satz fiir q'.

Sei 0=0,, , die nach Lemma 3.1 zu F(g+(M)) gehorige Funktion. Wenn
nun F(g+(M))=@ ist, d.h. g + (M)~ R0, dann gibt es ein c,, so daBl ¢(y)+M(y)
£0 mod p® fiir alle yeRY erfiillt ist. Sei nun 4oNg N NG, =V 18y, -, 8) die
Primidealzerlegung und g =gq,. Sei weiterhin d wie folgt definiert:

Wenn m=0 ist, setzen wir d=1. Wenn m> 1 ist, sei d die kleinste Zahl, fiir die
M?eq+(q,n - Ng,) ist. Solch ein d existiert, da }/(g,, ..., g,) kein Primideal ist,
und folghch (R{LY11/(gs,---»8,)), kein Integrltatsberelch fiir alle Primideale
p2q+(g,n---ng,) Wenn niamlich M¢yq+(g, n---ng,) wire, folgte aus dem
Jacobischen Kriterium (vgl. Anhang), dal3 der vorige Ring reguldr wire. Das ist
ein Widerspruch.

Mit den so definierten Grofen sind wir nunmehr in der Lage fiir unser g die
Funktion 3 zu definieren: -

Falls F (g + (M)) =@ ist, definieren wir 8(c)= u(c ¢, d, ¢,,), und falls F (g +(M))+0
definieren wir h

§(c)=max {1(d0 34.(c), 0 94.(c)), uldc, 09, ()},

wobei §,. die nach Theorem 2.5 zu q' aus F(g +(M)) gehorige Funktion ist.
Sei fiun ein yepRY gegeben mit q(y)=0mod p*“. Wenn im zweiten Fall

M (7)=0mod p®*+© ist, finden wir nach Induktionsvoraussetzung ein yeRY mit

q'(y)=0 fiir ein ¢'e F(q+(M)) und y=y mod p*. Dag<q’ ist sind wir dann fertig.
er konnen also annehmen, daB M (7)%0 mod p®3« @ jst. Dann g1bt es nach
Lemma 3.2 ein yeR" mit g,(y)=0 fiir i=1,...,r und y=y mod p°’, wobei ¢"=
max {df 3, (c),dc} ist. Wir wollen zeigen, daB q(y) 0 ist. Wenn m==0 ist, ist dd_S
klar. Sei also m2=1. Dann wissen wir, da3 M* e€q+(q,0--Ngq,) ist; sei M=
M+ M, mit M, eq und M, e(g, N nqm)

Nun ist M =M, =0 mod ¥ Wire nun M,(y)=0mod p°’, wiirde
folgen, dal M (y) 0 mod p?%a'9 ist, was aber ein Widerspruch zur urspriinglichen
Annahme ist. Damit muB M, (y)%0 mod p" sein, d.h. insbesondere ist M, (y)+0.

Nun ist g(g;n---Ng, )Cqﬂ(qm "Ng)=V(g, - ,g,)CKern(YHy) Da
q,n -~-nqm$Kern(YHy) ist, folgt g(y)=0.

"~ Damit ist das Theorem 2.5 fiir den Fall 4 =R bewiesen.

Wir miissen noch Lemma 3.2 beweisen.
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Wir fithren Lemma 3.2 direkt auf das Newtonsche Lemma zuriick (vgl [1,2,
7, 117). Wir bendtigen es in der folgenden Form:

3.3. Newtonsches Lemma. Seien A,Y, X, [ wie in Theorem?2.5. Wir setzen
zusiitzlich voraus, daff die Anzahl der f,<N + N’ ist. Sei D ein mx m-Minor der

Wenn fiir ein yemAY, xe AV f(v,X)=0mod D*(y, X) m® gilt, dann existieren
yemA® xe A mit f(y, x)=0 und y=y mod D (¥, X) m‘, x=x mod D (¥, X) m".

Das Lemma ist in der vorliegenden Form in den oben zitierten Arbeiten
zwar nicht bewiesen, da die Gleichungen formale Potenzreihen sind, man kann
aber den Beweis direkt {ibertragen, da iiber 4 der Satz tiber implizite Funktionen
gilt.

Wir definieren nun pfc, )=2t-+c. Sei nun f(¥)=0mod p**“" fiir ein yep RY
und M(y)£0mod p’. Dann ist M(y)=p*-Einheit mit x<t. Daraus folgt, da8
M (Y p° die f,(9) teilt fir alle i. Damit sind die Voraussetzungen des Newtonschen
Lemmas erfiillt und Lemma 3.2 ist bewiesen.

Bemerkung. Man konnte eventuell das Greenbergsche Resultat in dieser Form
auch etwas einfacher beweisen. Wir haben diesen Beweis gewihlt, weil er genau
die Idee des folgenden aligemeinen Beweises widerspiegelt.

(3) Reduktion auf den Fall f(3)=0mod T™

3.4. Lemma. Seien A,Y, X, f wie in Theorem2.5. Es existiert eine Funktion
g: N x N — N mit der folgenden Eigenschaft:

Fiir alle yem AN und xe AV mit f(7,X)=0mod (p*“*, T") existiert ein yem A",
xe AY mit f(y, x)=0mod T* und y=y mod p*, x=x mod p".

Beweis. Wir fithren neue Variable Z; ,  , ein,j=1,..., N, k,, ..., k,=20.
Dann machen wir die Substitution

Y=Y Z... v, T T

n

fiir die ¥; in die Potenzreihen f;. Analog substituieren wir X * fiir X' vermittels Z’
und erhalten

LY XD= Y Gy, 2T T

P20

Wir definieren nun ¢ wie folgt:
g(c,u) sei die nach Theorem 2.5 fiir den Fall n=0 dem System G(Z,Z')=
i 2 j=1 L m S, 20 zugeordnete Funktion.
Wir miissen nun zeigen, daB die so definierte Funktion ¢ die Bedingungen
des Lemmas erfiillt.
Sei also f(7, X)=0 mod (p*©*, T* fiir ein yem A" und Xe AV'. Wir konnen die
y; in der Form

(G

e - > ky k
V=2 E ke T T
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schreiben mit z;, ~, eR Wir setzen z=(z;, ) j=1,...,N, kj+--+k <u.
Analog verfahren wir mit X. Nun sehen wir sofort, daB G(Z, z')=0mod p*“* ist.
Da wir unser Theorem fiir n=0 schon verifiziert haben, existieren z, z’e R mit
G(z,2)=0und z=7 mod p‘, 2 =Z" mod p°.

Nun setzen wir fiir k; +---+k,>u

Jokisekn

_ - kg kn
vi= X ity 1o T

z
Z

=Zjk...k, Und

Analog verfahren wir mit x.

Mit dieser Definition ist klar, daBl f(y, x)=0mod T* ist und y=y mod p*,
x=Xmod p* fiir y=(y,,...,yy und x=(x, ..., xy). Damit ist das Lemma be-
wiesen.

Nach diesem Schritt konnen wir folgende Situation voraussetzen:

Das Theorem 2.5 ist fiir den Fall n=0 bewiesen: die Gleichungen f; erzeugen
ein Primideal g mit g~ A=0; es gibt einen r x r-Minor M der Jacobischen Matrix
(fm AW

Y, 0X,
durch f,, ..., [, definiert ist; weiterhin kénnen wir uns bei unseren Untersuchungen
auf den Fall beschrinken, da q(v, X) in einer geniigend hohen Potenz von T liegt.
Um nun analog zum Fall n=0 vorgehen zu konnen, miissen wir noch gewdéhrleisten,
daB M (¥, X) nicht durch p teilbar ist, d.h. daf keine ,p-Singularitit” vorliegt.

), der nicht in q liegt (r="ht(q)); 0.B.d.A. kénnen wir annehmen, dap M

(4) Auflosung der p-Singularitdten von q

3.5. Definition. Sei ¢ ein Primideal in A[[Y]]I[X], yemA", xe A", t eine
natiirliche Zahl. Wir sagen g hat eine p-Singularitit der Ordnung ¢ in X, y, wenn

of,  of. : i
of; fh)(mitg=(f1,---,.f,.,),"=hf(‘1))gﬂt5

fiir jeden r x -Minor M der Matrix (6 r);i, —55(—’(

M(y, x)=0mod(p, T").
Um eine p-Desingularisierung vornehmen zu kodnnen, miissen wir nun noch
ein MaB fiir die p-Singularititen einfithren: die Linge /{1, g, ¥, X).

3.6. Definition. Seien g, ¥, X, t wie in 3.5. Wir sagen ¢ hat eine p-Singularitét
der Ordnung ¢ und der Linge [(t,q,¥,X) in y, X, wenn fiir jeden r x r-Minor M

of.  Of.
der Matrix ( o, ’-/',

Sl 2L figr alle Erzeugendensysteme (f,, ..., f,) von g gilt:
oy” 0X,f‘) u g y (fis-os fm) vOR g €

z
M(j‘y’ )2)50 mod(plu,g,)",i)’ Tt)
und es einen solchen Minor M’ gibt mit

M’ (3, %)% 0 mod (p' 4791, T'):;

dabei ist wieder r="ht(q).

Wir werden jetzt unter VergroBBerung der Anzahl N’ der X die p-Singularititen
schrittweise auflosen:
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371. Satz (Nerons p-Desingularisierung). Sei < A[[Y]1[X] ein Primideal,
dann existiert eine endliche Menge von Primidealen

H(g)c{q',q'eSpecA[[Y]I[X,Z), Z=(Z,,....Zy,n), 4 24,
hi{gy=ht(g)+N+N'}

und fiir jede monoton steigende Funktion ¢: N —>N, ¢ =1, gibt es eine Funktion
B:IN—N mit der folgenden Eigenschaft: Fiir jede natiirliche Zahl t und jedes y
aus mA" und xe AV mit (7, X)=0mod T*® und 0%1(t,q,7,X)< oo existieren ein
q'€H(g), ein AeN und ein 7e AN*N' mit

q'(¥,x,z7)=0mod T*¥W
und
I(4,q,3,%2)<I(t, g, y, %).

Wir werden diesen Satz im 5. Teil unserer Arbeit beweisen. Auf seiner Grundlage
konnen wir nun im Beweis von Theorem 2.5. fortfahren.

(5) Induktion iiber n und iiber N —ht(q)

3.8. Lemma. Wir nehmen an, Theorem 2.5. sei fiir weniger als n Variable T,
bewiesen. Sei q ein Primideal aus A[[Y]1[X] mit gn A=0. Dann existiert fiir
beliebige t eine Funktion p,: N xN —> N mit p(c,s)=s fir alle s, ceN und der

folgenden Eigenschaft: (F): Sei yemA~, Xe AY beliebig gegeben mit
q(¥, x)=0mod TH?

und 1(y,q,y,%X)<t, dann existiert ein yemA" und xeAN mit q(y,x)=0 und
y=y modm‘, x=X mod m".

Wir wollen einmal annehmen, das Lemma 3.8. sei bewiesen und daraus
unser Theorem 2.5. folgern:

Wir schliefen induktiv iiber d=N—N'—r mit r=ht(q). Dazu betrachten
wir F(g+(M)) und 0, , aus Lemma 3.1. Sei weiterhin ¢: N xIN — N die nach
Lemma 3.4. zu dem System {M,f,,...,f,} assoziierte Funktion. Wir kdnnen
weiterhin annehmen, daB wir uns in der am Ende von (3) beschriebenen Situation
fiir das Theorem 2.5. befinden, d.h. die Gleichungen f,, ..., f, erzeugen ein Prim-
ideal ¢ mit gn 4=0,

’6f of,

Y’ X, i=1,...,r, j=1,...,r, k=r+1,...,r

liegt nicht in g.

Wenn F(g+(M))=9 ist, setzen wir y= 9,1+<M)(1) und t=¢(c,y)— 1.

Sei y, die nach Lemma 3.8. zu ¢ und ¢ assoziierte Funktion, dann setzen wir
9,(c)=p(c, 7). Sei nun fiir ein yemA®, £eA" q(¥,%)=0mod T*". Dann muB
M(y, x)£0mod(p'*!, T7) sein, weil sonst nach Lemma 3.4. ein je A" und xe 4"
existieren wiirde mit (g+(M))(F, X)=0mod T?, was seinerseits F(q+(M))+@
pach sich ziehen wiirde, denn so war ja y gerade gewihlt. Wir haben also folgende
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Situation: (¥, X)=0 mod T*'“” und I(y, q, §, X) < t. Nun konnen wir Lemma 3.8.
anwenden und der Satz ist in diesem Fall bewiesen.

Sei nun F(g+(M))+#. Sei A:N—N die Funktion definiert durch 1=
max {Sq ,q'eF(q +(M))}, wobei 3, die nach Theorem 2.5. zu ¢’ assoziierte Funk-
tion ist (nach Induknonsvoraussetzung gilt ja das Theorem 2.5. schon fir ¢,
da ht(q')>ht(q) ist. Wir setzen y= 0q+(M)(i(c)) und t=¢(c,y)— 1. Sei y, die nach
Lemma 3.8. zu g assoziierte Funktion. Wir setzen § (c)=p,(c,7). Wir miissen
nun zeigen, daBl die so definierte Funktion 3, den Bedmgungen des Theorems 2.5.
geniigt. Sei yemA® und xeA™ mit q(y X)=0mod T3, Wenn M(y, %)=
Omod{(p'*', T?) ist, haben wir (g +(M))(y, x)=0 mod(p*?, T?). Damit existiert
nach Lemma 3.4. ein jemA4" und XeA" mit (q+(M))()7, %)=0mod 77 und
7 =7 mod p‘, x=x mod p*. Damit existiert nach der Wahl von y ein q'€ F(q +(M))
mit ¢’ (7, ¥)=0 mod T Damit gibt es ein ye AY und ein xe AY mit y=§ mod ",
x=Xmodm’ und ¢'(y,x)=0. Insbesondere ist q(y,x)=0 und y=j= ymodm,
x =X modm". -

Wenn nun M (¥, X)£0 mod(p'*', T7) ist, dann haben wir wieder, da g(y, X)=
0 mod T#? jst. die Situation des Lemmas 3.8. Damit ist das Theorem 2.5. be-
wiesen, wenn wir Lemma 3.8. beweisen.

Beweis von Lemma 3.8. Wir wollen fiir einen Moment annehmen, dafl das
folgende Lemma richtig ist:

39. Lemma. Theorem 2.5. sei fiir weniger als n Variable T, bewiesen. Sei
g A[[Y]1][X] ein Primideal mit qnA=0. Dann existiert etne Funktion
p:NxN—N mit der folgenden Eigenschaft: Sei jemA", xe AN gegeben mit
g7, X)=0mod T*? und I(y, q, y,X)=0, dann existiert ein ye AV und ein xe AY
mit g(y,x)=0 und y=y modm‘, x =X mod m".

Aus diesem Lemma folgern wir nun 3.8.:

Wir beweisen 3.8. mittels vollstindiger Induktion iiber t. Der Fall t=0 ist
gerade Lemma 3.9.

Wir nehmen nun an, wir hiitten g, _, definiert und 3.8 sei fiir ¢ — 1 bewiesen. Sei
nun H(g) die nach Satz 3.7. zu g assoziierte Menge, B die so durch p, _,(c, )
definierte Funktion. Dann definieren wir u,(c, 7) = B(3).

Sei nun ¢(y, X)=0mod T"* ?und I(y, g, ¥, X)=t, dann existiert nach Satz 3.7.
ein ¢ aus H(g), ein AeN und ein z aus AN N mit ¢'(7, X, 2)=0 mod T*-*“* und
1(4,4,3,%,2)<l(y,4, 5, X) =

Nach Induktlonsvoraussetzung existiert dann eine Losung mit den gewlinsch-
ten Eigenschaften. Damit ist 3.8. bewiesen.

Beweis von 3.9. Wir fiihren 3.9. auf das folgende Lemma zuriick:

3.10. Lemma. Wir nehmen an, 2.5. ist fiir weniger als n Variable T, bewiesen.
Sei f=(f,,...,f,) ein System von Potenzreihen aus A[[Y]][X] mit r=N+N".

of

Sei M ein rxr-Minor der Matrix (ég 5)]?\) Dann gibt es eine Funktion
k

ji: NxN->N mit der folgenden Ezgenschaft Sei yemA™ und xe AV gegeben

mit f(7, %)=0mod T*? und M(y,X)%=0mod(p, T"), dann gibt es ein ye A" und

ein xe AV mit f(y,x)=0 und y=y modm', x=X modm".
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Nehmen wir einmal an, Lemma 3.10. sei bewiesen. Wir werden daraus dann
Lemma 3.9. folgern. Der Beweis ist analog zum Beweis vom Fall n=0 bei der
Reduktion auf Lemma 3.2.

Sei g= A[[Y]1[X] ein Primideal mit g n 4=0. Um das Jacobische Kriterium
anwenden zu konnen, setzen wir voraus, daBl gn A[[Y]]=0 ist. DaB die Be-
handlung dieses Falles reprisentativ ist zeigt uns Lemma 4.1. Sei r=ht(q);
sei J eine endliche Menge von Erzeugenden von g. Nach dem Jacobischen Kri-
terium (vgl. Anhang) existieren fi, ..., f,eJ, so daB ein r x r~-Minor M der Matrix

af.
(%)J;’ ) nicht in g enthalten ist. Sei & die endliche Menge aller r-Tupel von
Sl 4

Potenzreihen von J, so daB} ein r x r-Minor der durch diese definierten Jacobischen
Matrix nicht in g liegt. Wir wissen & +.

Sei nun f=(f,,...,f) aus & und VY ( f;,..., f)=goN---Nng, die Primideal-
zerlegung und 0.Bd.A. g=¢q,. Wenn k>0 ist, bezeichnen wir mit b das Ideal
g, N -+ N g, Sei d die kleinste Zahl, so dal3 M"eq + b ist. Eine solche Zahl existiert
nach dem Jacobischen Kriterium (vgl. auch Begriindung im Beweis vom Fall
n=0). Wenn k=0 ist, setzen wir d =1. Sei jt; »,: N x N — N die nach Lemma 3.10.
zu f und M assoziierte Funktion. Weiterhin setzen wir s,y =max{c,d, 7} und
u{c, y)=max {r}u}g& {Ii; a(C, S a0 74}, Wobel f die Menge % durchlduft.

Wir zeigen nun, dafl die so definierte Funktion x4 den Bedingungen von 3.9.
genlgt.

Sei yemAY, xe AV gegeben mit q(3, X)=0mod T*“" und I(y,q,7, X)=0.
Dann existiert ein fe# und ein dadurch definierter r x r-Minor M , so daf}
M (7, ¥)£0mod(p, T?) ist. Aus Lemma 3.10. folgt nun, daB ein yed®, xeA"
existiert mit f(y, x)=0 und y=y modm® ™, x=X mod m**™.

Wir miissen zeigen, daB3 q(y, x)=0 ist. Wenn k=0 ist, ist das klar. Wenn k>0
ist, folgern wir M4(y, x)£0mod(p, T*%), weil M(¥,X)£0mod(p, T?) ist und
y=y mod(p, T)? (analoges gilt fiir x). Andererseits gibt es M,eq und M,eb
mit M?= M, + M,, weil ja M?eq +b war. Dann muB aber M, (y, x)%0 mod (p, T"%)
sein, weil ja M, (y, X)=0 mod T7* ist. Folglich ist b nicht im Kern (Y y, X +>x)
enthalten. Nun ist aber gbcqgnb=1/(f,, ..., f,)SKern (Yi>y, X1—>x), also ist
g=Kern (Yry, X —x), d.h. g(v, x)=0.
~ Damit ist Lemma 3.9. bewiesen.

(6) Reduktion auf das Newtonsche Lemma

3.11. Lemma. Wir nehmen an, das Theorem 2.5. ist fiir weniger als n Variable T,
bewiesen. Sei f=({,,...,1,) und g ein System von Potenzreihen aus A[[Y]][X].
Dann existiert eine Funktion g: N x N — N mit der folgenden Eigenschaft:

Sei yemA", xeAY mit f(,¥)=0mod((g(V,X)+T°“") und g(y,%)=E
0mod(p, T"), dann existiert ein ye A, xe AY mit f(y,x)=0mod(g(y, x)) und
y=y modm’, x=X modm".

Mit Hilfe des Newtonschen LLemmas werden wir aus 3.11. das Lemma 3.10.
folgern:

Beweis von Lemma 3.10.Seiodiezu f=(f,, ..., f,)und g = M? nach Lemma 3.11.
assoziierte Funktion. Wir setzen ji(c, y)=max {o(c+2,2y), ¢ + 27} fiir alle ¢, yeN.
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Wenn nun fir ein yemA®, xeAV f(3,X)=0mod T ist und M(y, %)%
0 mod (p, T7),dann gibt es nach 3.11. ein e A", X AV mit f (7, ¥)=0 mod (M2(}, X))
und y=ymodm*? X=x modm*?2 Es existieren also h;ed, so daB f(j, %)=
M?2(3,%)h, ist fiir alle i. Weil nun f,(§, %)= f;(7, X\)=0modm*? ist, folgt h,=
0 mod m‘. Folglich gilt f (¥, X)=0 mod{M? (¥, X)m"). Jetzt sind die Voraussetzungen
des Newtonschen Lemmas 3.3. erfiillt: es existiert also ein yeA®, xeA" mit
f(y,x)=0und y=jy=y modm, x=X =X modm".
Damit ist Lemma 3.10. bewiesen.

(7) Induktion iiber die Anzahl n der T,

Beweis von Lemma 3.11. Wir konnen zunichst, vorausgesetzt R/p ist unend-
lich, wenn fiir ein yemA®, xedA™ f(¥, x)=0mod((g(, X))+ T°") ist und
¢(7,Xx)£0mod(p, T?), durch einen linearen Automorphismus von 4 der Form
T~ T +a,T, T,—T mit geR stets erreichen, daB nach seiner Anwendung
g(y,%) T-allgemein ist, dh. g xX)(T,=---=T,_,=0)£0mod(p, T)). Da ein
solcher Automorphismus die Bedingungen g(y,X£0mod(p, T") und f(7, X)=
0 mod((g(¥, X))+ T°*“?) nicht dndert, geniigt es 3.11. fiir den Fall zu beweisen,
daB g(¥, X) von vornherein T, -allgemein ist. Man kommt in der obigen Situation
mit endlich vielen Automorphismen aus, die nicht von ¥ und X abhingen.

Wenn nun R/p endlich ist, benétigen wir folgenden

Hilfssatz. Es gibt eine von R abhiingige monoton steigende Funktion ¢:IN —N
und fiir jedes yeIN gibt es eine endliche Menge o, von lokalen R-Automorphismen
von R[[T]] mit der folgenden Eigenschaft: Fiir jede Potenzreihe UeR[[T]]
mit U0 mod(p, T?) existiert ein cea, so daff o (U)(0, ..., 0, T)£0mod(p, T,°?)
Ist.

Beweis. Sei k ein endlicher Korper. Sei o die Menge aller k-Automorphismen
von k[[T]] von der Form

TG+ T, TeT,

Sei p,=max{p,,...,p,_,} fir cec. Sei Uek[[T]] und U£0modT" Wir
setzen ey =min{p,,0eq,o(U)(0,...,0, T)+0}. Nun ist k endlich, also ist die
Menge ¢, ,={ey, Uek[[T]], U0 mod T’} beschrinkt. Sei

e, ,=maxiey, e e@, .}
Sei weiterhin

dy,=min {d, so da ein c€q existiert mit p,<¢, , und

a(U)(0,...,0, T)£0 mod T}

fiir ein Uek[[T]] mit U%0mod T". Analog zu ¢, , ist auch die Menge 9, ,=
{dy,Uek[[T1], U%0mod T’} beschriinkt. Sei d, ,=max {dy, dye P, ,}-

Seien nun kq, ..., k, alle endlichen Korper, die weniger als y Elemente haben.
Wir setzen

d,=max{d, ,,....dy ,}

e,=max{e, ..., €.},

und definieren ¢ (y)=max {d,,}.
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Sei nun R/p=k ein endlicher K&rper. Wenn k weniger als y Elemente hat, sei
o, die Menge der R-Automorphismen von R[[T]] der Form

L=T+T1, T,

mit p;<e, fiirallei=1,...,n—1. o, ist endlich. Wenn nun fiir ein UeR[[T]] U%0
mod (p, T7) ist, dann existiert ein oea,, so daB a(U)(0, ..., 0, T,)£0 mod(p, T,7")
ist. Wenn k mehr als y Elemente hat, set ] <R eine Menge, die aus y Elementen
von R besteht deren Reste modulo p verschieden sind. Sei g, die Menge der R-
Automorphismen von R[[T]] der Form

T—T+a, T

13 n>

T,—T, mitagel.

Es ist klar, daB ¢, und ¢ den Bedingungen des Hilfssatzes geniigen.
Wir miissen dann im endlichen Fall

a(c,y)=max{o, (¢, p(y)), 1€0,}

setzen, wobei o, diejenige Funktion ist, die wir jetzt im Beweis von 3.11 nach der
Anwendung von t auf unsere Gleichungen konstruieren. Sei nun f=(f,....f,)
und g wie in 3.11 gegeben. Wir machen die Substitution

Yr=U, k=1,..,N

in die Potenzreihen f, g, wobei U=(U,, ..., Uy) neue Unbestimmte bezeichnen.
Auf diese Weise erhalten wir Potenzreihen f=(f;, ...,f,) und g aus A[[U]][Y,X]
(In f und § sind die Exponenten von Y, alle kleiner als r). Dann machen wir die
Substitution

r—1

r—1
V=YY, T, U'=YU,T/ k=1,.,N
j=0 j=0

r—1
Xi=Y X, T/ K=1.,N
j=0

J

fiir die ¥, U,, X, in die Potenzreihen f;, 8 und b, = Yy — U,, wobei die Y, ;, X,.;, Uy;

neue Unbestimmte bezeichnen. Sei A(T,)=T + A, ; I; ' +---+ A, ein Polynom
mit den neuen Variablen A,. Mit Hilfe des WeierstraBschen Vorbereitungssatzes
dividieren wir (Y *, U* X *), die f;(Y*,U*, X*) und die h, (Y *, X, U*) durch
A(T,) und erhalten:

r—1
gYH, U XN)=A(T)-Q+ > G, T)
j=0

r—1

R (YUY, X*)=A(T) Qi+ Y Ly; T}
j=0

ij *n>

r—1
F(Y* Ut X =A(T)-Q/+ Y F, TJ
j=0

Wobei Q,Q,,Q/,G;, F;, L,; Potenzreihen in den Variablen T, Y,;, 4, X;;, Uj;

mit Koeffizienten in R aus A[[(U, ), (4)]1]1[(Y; ), (X, ;)] sind. Weiterhin ist klar,
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dal3 die Reihen
(+) G=(Gqg, ..., G,_1,Fg,---» E, Ligs-oos Ly, y)

oy tmr-12

nicht von T, abhingen. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es also fiir die Reihen
G eine Funktion 8,: N — N mit der folgenden Eigenschaft:

Fir beliebige (@), @) aus (b T, ..., T, ) RIT,, ... T, """ und
(o) (i) aus R[[T,, ..., T_ TN mit

G (@), @) (), (X ))=0mod(p, Ty, ..., T,_ ¥

existiert eine Losung ((u,).(a), (v).(x;) aus R{[T,,....T,_, 1] mit G{(u,)
(as)) (Ykr)a (xgj)) =0 und

ukl—:-akl

a; =a .
e mod(p, Ty, ..., T,_,)

Y=V

xijs)“c,.j

Wir definieren nun
o(c,y)=max{y I (max{c,r}),r=1,...,v}.

Wir miissen nun zeigen, daB die so definierte Funktion den Bedingungen von
3.11 geniigt.

Sei nun yem A" und xe A” mit (7, X)=0mod((g(¥, X))+ T7“*) und 0.B.d.A.
g, X (L= =T, =0)%0mod(p, T,)), wobei r Su die kleinste Zahl mit dieser
Eigenschaft sei.

Wenn r=0 ist, ist g{¥, X) eine Einheit und wir sind fertig. Wenn r> 0 ist, gibt
es nach dem WeierstraBschen Vorbereitungssatz ein Polynom

a(TL)=T +a, , T, +- +3,
aus R{{T,, ..., T,_J1{T,],s0 daB die @, Nichteinheiten sind, und eine Einheit h, so
daB g(y, x)=a(T,) h ist.

Wir dividieren nun mit Hilfe des Weierstrafischen Vorbereitungssatzes die
¥, durch (7} und erhalten:

r—1
Je=a(T)2+ Y. ¥, i k=1,...,N
t=0

mit Z,e 4 und y, eR[[T}, ..., T,_, 1.
Analog verfahren wir mit #, und X, und erhalten

r—1
h=y=a(T)Z+ Y iy, T,
t=0
r—1

Y, =a(T) 7+ ¥ %, T/
j=0

mit &, X, ;€R{[T,,.... T, 1}
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Da nun die y, em waren, folgt aus den Eigenschaften des WelerstraBpolynoms
a(T)), daB die u,, alle aus (p, T}, ..., T,_,) sind. Wir konnen sie also in beliebige
Potenzreihen einsetzen. Das war gerade auch der Sinn der Substitution der U,
denn im allgemeinen kénnen die y,, auch Einheiten sein, die man dann nur in
Polynome einsetzen kann.

Nun setzen wir J; =Y 12§ Vi, T",

der Taylorschen Formel erhalten wir

gt ut,x")=g(y,u,x) moda(T)

h(G*,ut,x")=h,(y,u,x) moda(T,)

fiG*,a*,%%)=/7.a,%) moda(T)
Weiterhin wissen wir ja, daB g(¥,u, X)=0 mod a(7T)) ist und h(y, 4, X)=0. Damit
ist fi(z+,u*,x")=£0,4,x)=0mod((@(T,))+ T°"). Es gibt also k; und ¢, aus
A mit

fG*ut, 3N =a(T) ki+o;
und

@;=0mod T°.

=+ __ r—1 = 1 s+ r—1 1
Uy _Z!=0ukl T;n und Xi _Zl Oxkt T,. Aus

n

Wenn wir nun die ¢, mit Hilfe des WeierstraB3schen Vorbereitungssatzes durch
a(T) dividieren, erhalten wir:

r—1
p;=a(T)n,+ Z‘PuTr: mit ¢, eR[[T,,...,T,_,]1.
t=0

So erhalten wir f;(7*,u*,x")=Y""! 0, T! mod a(T,).
Wir betrachten nun das Gleichungssystem (+) und die Q, Q;, Q; und erhalten:

fG*,a*, %) =a(T) Q) (@), Fur) (Fe ), @)
Z (@), G, (%), @) T

Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung beim Weierstra3schen Vorbereitungssatz
ergibt sich

Ej((akx)’ (ykz)a (sz), (L_ls)) = (pij
fir alle i, . Analog erhalten wir

Gj((akz)a (ykz)a ()_Ck()a (53)) = 0

Lij((akt)a (ykt)’ ()_Ckz)a (as)) = 0

Um die Induktionsvoraussetzung anwenden zu konnen, miissen wir zeigen, dal3
@;;=0mod T°©“"" ist. Das gewihrleistet uns das folgende
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3.12. Lemma. Sei ¢pe A eine Potenzreihe von der Form

r—1

p=d(T)n+ Y ¢, T) rxl,
j=0

mit ;e A und @;eR[[T,...., T, ;1]
Wenn ¢ =0 mod m™ ist, dann gilt ;=0 mod m" fiir alle j.

Wir wollen zunidchst im Beweis von 3.11 fortfahren und das Lemma im An-
schlufl beweisen.
Wir haben nun folgende Situation:

F;j((ﬁkz) (.—}_’kt) (ikr) ( ))
G; () ) (Xi)s @)
Lij((ukx) o) (%), (@)

Nach Induktionsvoraussetzung existieren (y,,), (ay), (x,,), (0, ) aus R[{T;,..., T, 1]
mit

Fij ((ukt)’ (ykr)v (xkt)3 (as)) =0
Gj((uk1)9 (Vehs (xkz)’ (as)) =0
ij((um), Vi) (i), (@) =0

HI

H)

mod(p, Ti’ e Tn_l)s}(max{r,c})

Hl

und
xklEy(kl
k - =
u 1:uk1 el
(+ +) — mOd(p’ ’Tl’-w’ ’I:"l)maxr-(‘
Yie Vi
a, =4,

fiir alle k, t, 5. Sei nun a(T)=T +a,_; T, '+ ---+a,. Wir setzen

n

r—1

ve=alT)z, + Z Vi T
t=0

und definieren analog u,, x, .

Aus der Taylorschen Formel erhalten wir f;(y, x)=0mod a(T}) und g(y, x)=0
mod a(T,), denn es ist f;(y, x)= fi(y, u, x) mod a(T,), g(v, x)=g{y,u, x) mod a(T,)
und %, (y, u)=0 mod a(T,). Andererseits ist wegen der Kongruenz (+ +) g(y,x)#0
mod(p, T") and y=y mod m’"; somit haben wir g(y, x)=a(T,)- Einheit. Damit ist
das Lemma bewiesen.

Es bleibt noch Lemma 3.12 zu beweisen:

Sei n=Y b, T¥ mit byeR[[T;...., T,_,]]. Dann ist

r—1
P= Z(ﬁo bﬂL"' +a; b0+<p,-) Tnj+ Z (b +by 1@+ +by sy do) 7;{“-
j=0 kz0
Wir zeigen nun induktiv, daB b,e(p, T;,..., T, ;) ist fiir alle k mit 0<k=
r(u—t)—1. Sei niamlich b e(p, T, ..., T,_,)' ' fiir alle k mit 0<kSr(u—1+1)—1

H
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t=1, dann folgt D,=b,+b,,,a,_,+---+b,, ,a, liegt in (p,T,,..., T,_,) fiir
alle k mit 0OSk<r(u—1)—1, weil ja D, T; **em™ ist. Nun ist aber b, ,,_;a,e(p, T},
.o, T,_y) fiir alle j=0, ..., r— 1, weil ja a; Nichteinheit ist. Deshalb mu8 b, e(p, T;,
..., T,_,) sein. Wir setzen nun t=u—1 und erhalten b,e(p, T;, ..., T,_)*~" fiir
alle k=1,...,r—1. Damit ist a,_;b;e(p, T, ..., T, ;) fiir alle j=1,...,r—1
Danun ¢;+a;b,+---+a, b;e(p, Ty, ..., T,_, )" ist, ist damit das Lemma bewiesen.

Damit ist Theorem 2.5 bis auf Nerons p-Desingularisierung vollstindig
bewiesen.

4. Ein Lemma zur p-Desingularisierung

Sei R ein diskreter Bewertungsring der Charakteristik 0 oder ein Kérper der
Charakteristik p.
Sei g R[[T, Y]][X] ein Ideal, wir definieren

st@)={f.feHomg;r,(RL[T, Y]1[X1/a, R[[T]]), f(Y)eT}
s(a, o)={f, feHompr,(R[[T, YT} [XT/a, RI[T]YT), f(Y)eT}.

Wir sagen weiterhin, da3 g polynomial definiert ist, falls ein ke {1, ..., N} existiert,
so daf3 g ein System von Erzeugenden aus R[[T]I[[Y;, ..., ¥,J1[ Y, (5 -, Yy, X
hat und anR[[T,Y,, ..., ¥, ]]=0ist.

4.1. Lemma. Fiir jedes Ideal a von R[[T, Y]][X], T, Y, X wie in 2.5 kann man
eine endliche Menge von Primidealen

F(@)={qeSpec R[[T, YT1[X].¢nRI[TT]1=0,Q(R[[T, YII[X1/9)|Q(R[T])

separabel, q polynomial definiert}

finden und eine Funktion §,: N — IN mit der folgenden Eigenschaft:
(1) Wenn s(a)=# ist, dannist |} s(q)=9,
1€ F(@)

(2) wenn s(a,0,(c)+@ ist, dann ist | ] s(q,c)*8.

q¢F(a@)

Beweis. Sei F,(a)={qeSpec R[[T, Y]I1[X], ¢nR[[T1}=0}. Analog zu 3.1
zeigt man zunichst, daB eine Funktion 0, N— IN existiert, so daB aus a(y, x)=0
mod T*© folgt q(y, x)=0mod T* fiir ein ge F, (a).

Daraus ersehen wir, daB es geniigt fiir alle q aus F,(g) die Menge F(g) und die
Funktion #, zu definieren. Dann kénnen wir nimlich F(a)=|J F (4) und 0,(c)=
6, (max 6, (c)) setzen, wobei die g; die zu a assoziierten Primideale durchlaufen,
und sind dann fertig. Sei also g ein Primideal mit an R[[T]]=0. Wenn

ht@nRI[TYID>N
ist, finden wir nach Lemma 6.1 einen Isomorphismus ¢ der Form

LTt LT+ R oYt LY

j>i j>i
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mit naturlxchen Zahlen b, Cjr € die 22 sind, so daf} g, = @{q) iiber R[[T}, ..., T.]]

[Ty, T, Y, X] deﬁmert istund ¢, "nR[[T},..., T11=0,s<n.
@ deﬁmert nun eine Abbildung

o: RIIT Y1 anRIT Y]1-R{[T, ... T1 [T, s -, T,, Y/a,
mita,=a, R[[T Y]]

RI[T}, ..., T[T, . ....T,, Y1/a, ist ein endlicher freier R[[T,,..., T,]]-
Modul vom Rang sagen wir ¢t. Nun wéahlen wir 8(c}=t+ 1. Wir wollen uns nun
iiberlegen, dafB} es kein y, x aus R[[T]] gibt mit a(y, x)=0mod T"*".

Dazu nehmen wir einmal an, da3 die obige Kongruenz fiir gewisse y, x erfiillt
ist. Dann betrachten wir den Morphismus

0: RI[T Y1)anRIIT Y1 > RI[TI)/T*"  mit §(T)=T

und y=46(Y). Esistklar,daB é surjektiv ist. Damit ist 6 o ¢ ~* surjektiv. Das kann aber
nicht sein. Um dies einzusehen, betrachten wir 6o ¢~ ! |R[[T;, ..., T,1]: T, T, +
Y, T+, yir. Das ist aber eine Injektion R[[T;, ..., T,T/T"*' > R[[T])/T** .
i>s

Durch die Festlegung T, T; fiir j>s kann diese Injektion zu einem Isomorphis-
mus & von R[[T]]/T"** erweitert werden. Dieser Isomorphismus definiert uns
eine Surjektion

8 tedoo: RUL,...., TT., 1, T, Y/a, —» R[[T]Y/ T+

Diese Abbildung a8t RI[T;, ..., T]] fest. Bei der obigen Abbildung kann aus
Dimensionsgriinden (Wahl von ¢) nicht jedes T; ein Urbild haben. Das ergibt einen
Widerspruch.

Wir konnen somit voraussetzen, da hr(a ~ R[[ T, Y]]) < N ist. Dann existiert
ein Automorphismus y von R[[T, Y]] von der Form

V(D) =T+p(Y), v(H)=Y+p(Y (s Ty,

so daB v(a) polynomlal definiert ist. Man iiberlegt sich nun leicht, daB s(a)=# ist
genau dann, wenn s(v(a)) =@ ist, und daB s(a, c)=@ist genau dann, wenn s(v(g) c)=4
ist fiir alle ce IN. Wir k('jnnen also jetzt folgende Situation annehmen:

g<R[[T Y]I[X] istein Primideal mit ¢ nR[[T, Y]]=0.

Wenn die kanonische Abbildung u;: Q(R[[T, Y]])— Q(R[LT Y11[X1/g)
separabel ist, sind wir fertig, denn dann setzen wir F(q)={q} und 0‘1:id. Wir
konnen also annehmen, daB R ein Korper der Charakteristik p ist.

Wir werden nun induktiv iber sg~N —ht(g) unser F(g) bestimmen. Da
wir g " R[[T, Y]]=0 voraussetzen konnen, ist s, 20 und der Fall 5 =0 ist trivial.

Wenn u, nicht separabel ist, werden wir ein Ideal g’ 24 konstruieren und eine
natiirliche Zahl «, so daB3 aus g(y, x)=0mod T* folgt ¢'(y, x)=0mod T* fiir be-
liebige ye TR[[T]1", xeR[[T]]" und ceN. Wenn wir ein solches g’ konstruiert
haben, sind wir nach Induktionsvoraussetzung fertig. Wir wihlen F(q)=F(a')
und 6, =a-6,. Wir miissen also die Existenz eines solchen g’ nachweisen. Wenn
nun ug nicht separabel ist, gibt es eine endliche rein inseparable Erweiterung K
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von R, so daBB KPR ist und K((T", Y)) ®r(1.vy QRILT, Y]I[X]/g) kein redu-
zierter Ring ist, wobei T'=(T/,..., T,)) und Y'=(Y/, ..., ¥y) neue Variable sind
mit T,°=T, und Y=Y, fiir alle k. Es ist nun K[[T', Y]] ein endlicher freier
R[[T, Y]]-Modul. Nach Resultaten von Greenberg (vgl. { 5]) existiert ein Funktor
& von der Kategorie der K[[T', Y']}-Algebren von endlichem Typ in die Kate-
gorie der R{[T, Y]]-Algebren von endlichem Typ, so daB % linksadjungiert
zum Funktor #* der Skalarbereicherweiterung der Kategorie der R[[T, Y]]-
Algebren in die der K[[T’, Y']]-Algebren ist. Dariiber hinaus fiihrt # surjektive
Abbildungen in surjektive tiber.

Nun ist 7*(R[LT, YII[X1/g)=RILT, YT X1/g ® ayr.vy KILT' Y71 nach der
Wahl von K und T’ nicht reduziert. Sei lg-——l/alK[[T’, Y11 X] und o die kleinste
Zahl, so daB b*=q K[[T’, Y'TJ[X] ist, sei weiterhin

v: T*(RUT, Y]1[X1/q)
=K[LT, YIILIX /g K[[T', Y']1[X] - K[[T, Y11[X])/b

die kanonische Surjektion. Wir betrachten das folgende Fasersummendiagramm
in der Kategorie der R[[T, Y]]-Algebren:

RI[T, YII[X1/q 23— (% o »*){RILT, Y1I[X1/q)

U'Jv jvy(v)

B—— Z(K[[T, Y11[X1/b)

wobei @ der Adjunktionsmorphismus ist. Weil £ (v} eine surjektive Abbildung
ist, ist auch v" surjektiv. Andererseits kann ¢' nicht injektiv sein, denn sonst wire
v bijektiv: In diesem Fall wiirde ndmlich ein 7. K[[T, Y1]{X]/b—
m*(R[[T, Y]][X]/q) existieren, so daB @ o F(@)=v'"'ou ist. Daraus folgt
P o F(vov)==@ und somit v o v=id. Weil v nun surjektiv ist, wiirde daraus folgen,
daf} v bijektiv ist. Das ist aber nicht moglich, da #*(R[[T, Y1][X]/¢) nicht redu-

ziert ist. Folglich existiert ein Ideal ¢ in R{[T, Y]][X] mit ¢'2q9 und B~

RILT Y]1[XV/a"
Sei nun ye TR{[TI]Y, xe R[[TT]V mit g(y, x)=0 mod T**. Sei

o: RI[T Y][X)/q— RI[T1)/T*

der durch y und x definierte kanonische Morphismus von R[[T]]-Algebren.
Dann kann man den Morphismus n*(g): K[[T', Y'TI[X1gK[[T', Y'T1[X] —
K[[T'1}/T'" zu einem Morphismus ¢: K[[T", Y'11[XVb— K[[T /T "~
n*(RLT]]/T*) liften. Sei 6: F(K[[T', Y'11[X1/b)—> R[[T]]/T¢ der aus durch
Adjunktion erhaltene Morphismus von R[[T]]-Algebren. Man iiberlegt sich
sofort, dall g o ZF(v)=mo g o @ ist, wobei m die kanonische Surjektion

RIITIVT*->R{[TIT*

ist. Dann gibt es aber einen eindeutig bestimmten Morphismus von R[[T]]-
Algebren A: R[[T, Y}][X]1/a=B—R[[T]]/T¢, so daB Aov'=moo ist und
Ao u=g. Daraus folgt, da} a'(y, x)=0 mod T* ist. Damit ist das Lemma bewiesen.
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5. Nerons p-Desingualisierung

Wir wollen in diesem Teil den Satz 3.7 beweisen.

Dazu werden wir zunichst den ProzeB der p-Desingularisierung anschaulich
beschreiben und so die Konstruktion im Beweis motivieren. Sei¢: R[[T, Y11[X]—
R[[T]]/T*® eine Abbildung gegeben durch X, X;, Y+ ¥, und seien

fi....f,eKerng  (r£N).

Wir setzen weiterhin voraus, daB die Bilder aller r x r-Minoren der Jacobischen
Matrix der f; bet ¢ in pR[[T]}/T*® enthalten sind. Sei weiterhin

J=Kemn (R{[T YTI[X] - R{TIY/T - R/p[{TIYT?),

dann ist die durch J definierte abgeschlossene Teilmenge von Spec R[[ T, YTI[ X1/
(f;» .-, ,)=X im singuldren Ort von X enthalten. Sei nun J=(h,, ..., h,). Um die
Singularitdt von X bzgl. p aufzulGsen, blasen wir X in J auf und betrachten den
durch p definierten affinen Bestandteil der Aufblasung

R[[T. YJ][X]/(fl, s 1) [hj ‘hp‘]

=RO[T YII[X, ZI Sy oo fyn DZy = by oo PZ,— h).

Sei X das Spektrum dieses Ringes. Nach Definition von J ist h,(¥, X)=pZz; mod T*
fur gewisse z; aus R[[ T]]. Deshalb ld6t sich der Morphismus ¢ zu einem Morphis-
mus von Spec R[[T1]/T*— X (definiert durch X, y, z) fortsetzen. Wir miissen
nun zeigen, daB sich fiir ein iiber (f,, ..., f,,pZ,, ..., pZ,—h,) liegendes Primideal
von R[[T, Y]][X,Z] die Lidnge [ der p-Singularitdt gegeniiber der durch ¢
definierten verkleinert hat. Um dies nachzuweisen, benGtigen wir noch einige
weitere Eigenschaften dieses Primideals:

(1) es soll modulo p ein reguliirer Punkt von X sein,

(2) die f; und pZ;—h; miissen modulo p gewissen Relationen geniigen (d.h.
wir missen aus ihnen andere Erzeugende des Primideals konstruieren deren
Minoren eine kleinere Linge ergeben).

Wir wollen dann, wenn ein Punkt aus der Aufblasung den Bedingungen
(1) und (2) geniigt, (natiirlich werden wir (2) noch prézisieren) sagen, dafl er ein
ausgezeichneter Punkt fiir die Singularitdtenauflosung ist.

Sei R/p=k und bezeichne fiir diesen Fall ,°“ stets die Restklasse modulo p.
Da die Bedingungen (1) und (2) Bedingungen modulo p sind und aus technischen
Griinden (Anwendung des Jacobischen Kriteriums), wollen wir zunichst statt
mit Punkten aus ¥ mit Punkten iiber k, d.h. modulo p rechnen. Modulo p ist ja
auch X tiber k[[ T, Y]][X] definiert.

Wir wollen nun vom geometrischen Hintergrund abstrahieren und rein
algebraisch definieren, was wir unter einem ausgezeichneten Punkt der Singulari-
tatenauflésung von f,, ..., f, verstehen.

Sei also ¢ ein Primideal aus k[[T, Y]]{X], das modulo p von einem Punkt
der Aufblasung kommt, oder allgemeiner sei q ein Primideal aus k[[T, Y]][X],

o o
2y, 0x, )

das die £, enthilt fiir i=1,...,r und alle r x -Minoren der Matrix (
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5.1. Definition. q heifit ausgezeichnetes Primideal in der Singularititenauf-
losung von f,, ..., f, und wir schreiben kurz (f|, ... , f)eA(q), wenn es

By, ..., heRI[T, YII[X]
gibt, t <N + N’, mit

©) h,....hleq,

(1') es gibt einen ¢ x t-Minor der Matrix (ghi, a—h‘~
q liegt, oYy’ 0X,

{2') es existieren Potenzreihen H,, Qe R[[T, YI1[ X1, U, g,eR[(T, Y]I[ X, Z]
i=1,....,r,I=1,...,t, Z=(Z,, ..., Z,) einige neue Variable, und eine natiirliche
Zahl & 1<E<r, so daB

t
a) inngi+ Z Uil(pzl—hl) 1st fur i%E&,
I=1

>, der modulo p nicht in

r 1

b) QZHifi:PZgg‘*' z U;x(sz""H) ist
i=1 =1

c) Q°% Hl¢q.

Dabei entsprechen die Bedingungen (1') und (2} genau den Bedingungen (1) und
(2), die Bedingung (0) gewdhrleistet in unserer Situation, daBl ¢ von einem Punkt
der Aufblasung herkommt. Die Bedingung (2’) wird uns, wenn wir die Existenz
von ausgezeichneten Punkten in der Singularititenauflosung nachgewiesen haben,
helfen die Lange der p-Singularitdt zu verkleinern (wir gehen dazu von den {f}}
zu den {g;} iiber, die eine kieinere Linge liefern).

(1) Die Existenz von ausgezeichneten Punkten in der Singularitatenauflosung
5.2. Satz. Sei g ein Ideal aus k[[T,YJ)[X], f=(f;,...,f,) ein System von
Potenzreihen aus R{[T, Y]]1[X] r<N, so daB f°,...,f ea ist und alle rxr-
0 Ar0
Minoren der Jacobischen Matrix (gfL, o;
oY, 0X,
Dann gibt es eine endliche Menge von Primidealen

Gla)={geSpeck[[T YII[X]. gnk[[TT]=0, feAlg)}

und eine Funktion a,: N — IN mit der folgenden Eigenschaft:

(G): Sei ceN und yemR[[T]IY, xeR{[TIIY mit f(y, x)=0mod T* und
a(y°, x°)=0 mod T*,
dann existiert ein geG(a) mit ¢(y°,x°)=0mod T*. Ferner kann o,> 1y monoton
steigend gewdhlt werden.

) in g liegen.

Beweis. Sei F(a) und 0, aus 4.1 gegeben. Wenn F(a) leer ist, liberlegen wir uns,
daB stets g(y°, x°)£0mod T%™" ist. Wir setzen dann G(g)=@ und o,(c)=
max {c, §,(1)} und sind fertig. Wenn F(g)+# ist, wihlen wir ein geF (a). Sei s
die Hohe von g. Nach dem Jacobischen Kriterium (wir kdnnen es anwenden,
weil g eine separable Erweiterung definiert und polynomial definiert ist, vgl. 4.1)
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existieren hy, ..., hyaus R[[T, Y]I[X], so daB
1) K, ..., h% das Maximalideal gk[[T, YII[X], von k[[T Y]] [X], erzeugen,

0 0o

2) ein sx s-Minor D der Jacobischen Matrix (5%— oh;

q liegt, d.h. D°¢q. 0%, 09X,

Nun sind die fioeg. Es existieren Polynome 0,8, eRITYI[X]i=1,...,r,
e=1,...,s5 50 daB Q%¢q ist und Q°f° = Z SO h2.

ie “e”

) modulo p nicht in

Sei nun ¢ die kleinste natiirliche Zahl, so daB alle £ x £-Minoren der Matrix

afe af° . . -
(—f—’, —L—>i=1,...,r,j=1, .., N,k=1, ..., N'in g enthalten sind. Dann existieren
2y, ax,
N 5f0
Polynome H,eR[[T, Y]1[X]i=1, ..., sodaB ZHoaqulst und Z { 8X
1—1
ist und HZéq fiir alle j (wir konnen HY als einen (éj—l) (5—1) Minor der
0 3 0
Matrix (8];71 8?(,‘) i=1,...,¢6—-1,j=1,...,N, k=1, ..., N wihlen, der nicht in

q liegt, falls £>1 ist (Cramersche Regel), und H,=1 wihlen, falls £=1 ist; man
mul} dabei natiirlich gegebenenfalls die f; umnumerieren).

Nun ist aber
ond & (

(L mesi) Gy =Sme (5

e=1 ‘i=1 i=1 =

& af() aQO s 0518 )
=LA (QO an ezlaYhO) n

6h°>

enthalten fiir alle j. Analoges gilt fiir die partiellen Ableitungen nach X;. Anderer-
seits gibt es nach der Cramerschen Regel Potenzreihen m;, aus R[[T, Y]][X],
so da3

N ooh N gk
‘m,, + Y ——my,;,=D6,,
L (,)ijm,e jgl aX] N+j,e

ist, wobei 8, das Kroneckersymbol bezeichnet. Daraus folgt, da3

b (Lese) =% 3 St (Srmos S )

M, +6X_ My, je
Jihi=1le=1i=1 j

aus q ist fiir alle ¢’ =1, ..., s. Da aber nun D°¢gq ist, folgt daraus, da i (H?SYe
ist fur alle e=1,...,s. Also existieren Q' und Seee eR[[T Y]I[X] m1t Q’°¢q

und ¢
0° (L He S?) 3, % 12

Wir haben also folgendes erreicht: Fiir jedes qu (@) kénnen wir Q%,84,,5%,..,
HieR[[T, Y11[X] finden, i=1,...,r,e,e'=1,....s mit

Q1= Y. SIPhE"  fir i%<
e=1
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und
( > HE )= S S10, O e,
e.e’ =1
wobei wir Hi=0 gesetzt haben, falls £ <i<r ist. Daraus folgt, daf} Potenzreihen

VAeR[[T, Y]] X] existieren, so daf

Qifi= 3 SLA+pVE st fir i+
und

Q"ZHif 2 S, hihi +pVa.

e.e' =1

Wir konstruieren nun induktiv eine Folge {F,} m>1 auf dic folgende Weise:

F=F@), F,= {J Flg+(¥&%) furalie m>1,
geFm -1
wobei V2 die zuvor zu g und f assoziierte Potenzreihe ist. Wenn fiir ein ge F,_, Va
die Elgenschaft hat, dafy V2°¢q ist, dann haben alle Primideale von F(q+(V4°%)
eine Hohe, die groBer als dle von g ist. Wenn V&%eq ist fiir alle geF,, _,, dann ist
E,=F,_,. Folglich existiert eine natiirliche Zahl u<N,so dal E=F,  ist. Sei
nun per deﬁmtxonem G(g)=F,. Sei ceN, wir konstruieren nun eine Familie
natiirlicher Zahlen {8}, O_S_m§u—l auf die folgende Weise: B,=c¢, B,=
max {0§+(Vgo)(ﬁm_l), qekF,_,}. Wir setzen a,(c)=0,(8,_,).

Wir miissen nun zeigen, daB3 die auf diese Weise definierten G und « unserer
Bedingung (G) geniigen. Sei yemR{[T]]¥ und xeR{[TI]Y mit f(y,x)=
mod T% und g(y°, x®)=0mod T, Es ist klar, daB dann F, nicht leer sein
kann. Es gibt also ein ge F, so daB g(y°, x°)=0 mod T#«-" ist. Daraus folgt

pV&(y, x)=Q%y, x) ( Y HHy, x) fily, x)— Y ls%ee’ (v, x) K&y, x) h&.(y, x)
i=1 e,e =
=0mod(p?, TP 1),

weil f(y,x)=0mod T?«* ist und h(y,x)=0mod(p, TP« ). Daraus folgt, daB
V2(y, x)=0mod (p, T 1) ist und folglich (g +(¥2°))(y°, x°)=0mod T**-'. Damit
kann auch F, nicht leer sein. Auf diese Weise fahren wir fort und sehen, dal G(a)
nicht leer ist, und daB ein ge G(g) existiert mit q(y x®Y=0mod T°. Wir miissen
nun noch zeigen, daf§ feA(q) ist fiir alle qeG(a) Sei qeG(a) dann ist Vieq und
es existieren Polynome (', aus R{[T, YII[X] e=1,...,s mit Q' 5¢q und
Qv =% W hiC, Damit erhalten wir die Kongruenz

Q10 ZHﬂf Q Z S%.e hﬂh2+p2 4 h2 mod p?.
e,e’' =1
Wir konnen folglich fir alle ge G(a) Potenzreihen 0%, S, 8%,,., HE, WA, WA, V2
aus R[[T; Y]1[X] finden, so daB Q4f,=>_, SE hi+p V4 ist und

e e

0 (S HH)= 3 St hhtorp Y Wa ko W, (+)
i=1

ee =1

wobei 02°, H§% ¢4 sind.
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Wir machen nun in die obigen Gleichungen (+) die Substitution g2, ,=pZ,—h{,
I=1,...,s mit neuen Variablen Z,. Daraus erhalten wir unsere gesuchten Potenz-
relhen gﬂ ULeRILT YTI[X, Z]:

Up=—Si, fir i+d gi=Vi+ Y SLZ,
e=1
g‘é:VV{g+ Z S‘lee'zeze'+ Z‘/Végeze
ee =1

e=1

S (St H)+ St~ pZo) - p WA

e =1

und damit die gewiinschte Darstellung in (2) von Definition 5.1.

(2) Die Auflbsung der p-Singularititen

Beweis von Satz 3.7. Mit den Bezeichnungen von 3.7 sei J ein endliches Er-
zeugendensystem von g und f=(f,...,f,) ein beliebiges System von r Potenz-
reihen (r=ht(q)) aus J. Um 3.7 zu beweisen geniigt es, eine endliche Teilmenge

H/<={q'eSpecR[[T. Y]1[X.Z]}, Z= v Zy )4 24,
hit(g)=ht(@+N+N'}

zu finden und fiir jede monoton steigende Funktion ¢ mit ¢ = 1, eine Funktion
B’ zu finden mit der folgenden Eigenschaft: Fiir jede natiirliche Zahl y und alle
yem R[[T]]" und xeR[[T]}¥ mit q(y,x)=0mod T# und 0% 1(y,f,y,x)<©
existiert ein q'e HY und ein AeN sowie ein zeR[[TII"*" mit q'(y,x,2)=0
mod T*® und I{A, ¢, v, x, 2) <I(y, £, y, ).

(Dabei ist I(y, f, y,x) die hochste Potenz von p, die alle Koeffizienten der
Monome in T vom Grad <7y der M(y, x) teilt, wobei M alle r x r-Minoren der
durch f definierten Jacobischen Matrix durchlduft).

Wenn wir diesen Fall erledigt haben, setzen wir

H(g=JH’ und B=max{p’ fcJ}.
sEd

Es ist klar, daB3 dann 3.7 bewiesen ist.

Wir wollen nun im folgenden zur besseren Unterscheidung Ideale in RI[ T, Y]][X]
wie bisher durch ,,— kennzeichnen und Ideale in kK{[T, Y11 X] durch ,,~

Sei nun f=(f,,....f,) ein System von r Potenzreihen aus J. Sei 4, das von
U0 LY i kT v
Y, 0xX, ’
erzeugte Ideal. Sei G(d;) und «, wie in 5.2. Wir konstruieren eine Folge {G,,}en
auf die folgende Weise:

G,=Ga). G,= |J (G@+(D")UG@G+(HLYUGE+Q™))

m
GeGm-1

12, ...,f° und allen rxr-Minoren der Matrix (

wobei DI H1°,01°¢ die nach 5.2 zu § assoziierten Potenzreihen sind. Es ist
klar, wenn G nicht leer ist und §'€G,,, dann existiert ein §"€G,,_, mit §"<3g'".
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Damit gibt es, falls G, nicht leer ist, eine natiirliche Zah] eeN, so dal G, ist
und G, , =§.

Wir setzen G=|J, G,und betrachten das System der zu §eG und f nach 5.2.
assoziteren {g%};,_; _,,,, wobei wir gl ,=pZ —h? setzen (s=ht(g)). Wir fiigen
zu diesem System noch die Gleichungen g4, ,=Z, fiir s<u< N + N’ hinzu und
haben auf diese Weise ein System von Polynomen gi={g?} i=1,.... N+ N'+r

aus R[[T, Y]1[X,Z], Z=(Z,, ..., Zy, ). WIr setzen nun

H={(g.Z)}u{qg.q 2q,q einzu(g], ..., g7, ) assoziiertes Primideal fiir ein

4eG, ht(gy=N+N +hit(g)}.

Nun wollen wir die zu f und ¢ assoziierte Funktion ff: N — N konstruieren.

Wenn alle 7 x r-Minoren der f entsprechenden Jacobischen Matrix (% aa){j )
j k

in g enthalten sind, wihlen wir $(y}=y fiir alle yeIN; dann gibt es néimljich kein

yemRI[TIY, xe R{[TT]" mit g(y, x)=0mod T#? und I(y, £, y, x) < 0.

Wir konnen also annehmen, da ein r x r-Minor M der f entsprechenden
Jacobischen Matrix existiert mit M¢gq. Sei M:gom---mgﬂ die Primideal-
zerlegung von 1/(}”_) in R[[T, YIJ[X]. Nach der Wahl von f ist g ein zu f as-
soziiertes Primideal. Sei also 0.B.d.A. q=q,. Wenn u>0 ist, setzen wir b=
gy N--- Ngq, und betrachten die kleinste Zahi d mit M?eq +b fiir afle r x r-Minoren

. 0f; . . . .
der Matrix (%’8%) Die Existenz eines solchen d zeigt man analog zum
i 4%
Beweis n=0 im Teil 3. Wenn u=0 ist, setzen wir d=1. Sei nun «,,: N >N die
wie folgt definierte Funktion:

& (€) =max {o; , gao)(C), %5, (a0)(C); %5 win(c); §€G,}

fiir alle ce N und m=1, ..., e. Wir konstruieren induktiv eine Familie von Zahlen
{Butm-o.. .. auf die folgende Weise:

Bo=max{o (1. 7d}, fn=0, (VWol+r+2)B,_,)

fiir m=1,...,e (x,=0; ), wobei W eine Zahl ist, die groBer als die Anzahl der zu
(g9 assoziierten Primideale ist fiir alle §e G, und V eine natiirliche Zahl st mit
(V&))" =(g? fir alle GeG. Wir setzen B(y)= o (Bo)-

Wir miissen nun zeigen, daB die so definierten H und f den Bedingungen von
3.7 geniigen.

Sei y=0 und yemR[[TT]", xeR[[TIP¥ mit q(y,x)=0mod T’ und

aof;  of; ) ,

-, mit
_ 3Y; 3X,
M(y, x)£0mod(p, T?), dann wihlen wir ¢'=(g,Z), A=, und z,=0 fir alle
u=1,...,N+N" Es ist dann ¢'(y,x,z)=0mod T** und 14,4, y,x,2)=0. Im
anderen Fall (wenn ein soicher Minor nicht existiert) folgt, daB a,(y°,x%=
0 mod TP ist. Es existiert also ¢in §€G,, so daB G(y°, x°)=0mod T* ist, wobei
wir hier der Kiirze halber mit 3,, die Zahl VW @(y+(r+2)B,,_,) fir m=1,...,e
bezeichnen. Man iiberlegt sich nun leicht, daB eine natiirliche Zahl m' existiert
und ein GeG, ,.., mit 3(°x%)=0mod T und HI°(y° x°), DI%(y°, x%),
0%°(y°, x°) %0 mod T#m -1,

0+I(y, f,y,x)<oo. Gibt es einen rxr-Minor M der Matrix (
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Diese Zahl m' findet man auf die folgende Weise: Nehmen wir einmal an,
§(y°, x9)=0mod T* und D?°(y°, x°)=0 mod T*~-fiireingeG, _,,, ,me{l, ..., e}.
Dann ist (§+ (D7) (%, x°)=0 mod T?~-, folglich existiert ein §'eG,_,,, so daB
d'(y°, x°)=0mod T*~-' ist. Falls HI°(y°,x%) %0, DY°(y°, x%) %0, 07°(°, x")%
0 mod TPm-2 ist, setzen wir m’'= m~1 ansonsten fahren wir auf diese Weise fort.
Nach einer endlichen Anzahl von Schritten werden wir auf jeden Fall am Ziel
sein, weil HI°(y°, x%)#0, DI°()°, x%)#£0, Q%°(y°,x%)+0mod T% ist fiir alle
GeG,. Wir setzen nun A=y+(r+2)8,. . Sei nun §eG,_,.,, mit 3(y°,x%=
0 mod T* und HZ°(y°, x°), D7°()°, x°)$0 0%°(y°, x%) & 0 mod T? .

Nach 5.2 haben wir folgende Gleichungen in R[[T, Y11[X, Z]:

1) Wir setzen zur Abkiirzung wie zuvor g2, =pZ —hi u=1,...,s (s=ht(3)),

2) qu pg‘l;_*_ Z Umgr+u fur l#&,
3) Q° (ZH?fz)=p gi+ Y Uidl ..
i=1 u=1

Sei nun zeR{[TITV*Y mit g?, (3, x,2)=0mod T, u=1,...,s {ein solches z
konnen wir finden, da h3°(y°, x°)=0mod T* ist). Wir setzen weiterhin z,=0
fiir s<u<N+ N'. Es ist klar, daB bei dieser Wahl (g9)(y, x, z)=0mod T* ist;
folglich existiert ein g’ aus der Menge der zu (g'7) assoziierten Primideale mit
q'(y, x,2z)=0mod T*A. Wir zeigen nun, daB q'24q. Unter Benutzung von 1)
und 2) erhalten wir, daB Q%fieq’ ist fir i%¢ und QqH"f eq’. Nun ist aber HZ
und Q%¢q’, weil ¢'(y, x, z)< T*P ist und Hf®(y°, x°) %0, Q"O(y x%)%0 mod TP~ - |

ist; folglich liegen die f;, ..., f, in ¢". Wenn nun }/(f;, ..., /f,)=q ist, sind wir fertig.
Absonsten miissen wir uns an die Primidealzerlegung von 1/ (/) erinnern und an
die Definition von d und b: Es existieren also M,eq und M,eb, so daB3 M=
M, +M, ist. Nun ist aber M°?(y°, x°)%0 mod T“’ und M (y, x)=0 mod T#®,
Daraus folgt, daB M,(y, x)%£0mod 77 ist. Dann ist aber b(y, x)£0 mod T*W
und somit b&q'. Da aber quqmbC]/»Cq gilt, folgt g=4".

Wir miissen nun zum SchluB} noch zeigen, daB sich die ganze Miihe gelohnt hat,
d.h.daB (4, q, y, x, 2) <l(y, f. y, x) ist. Wir setzen I(y, f, y, X)=t. Es geniigt zu zeigen
(nach Wahlvon g'),daB I(4, {g9), , x, z) <t ist. Dazu geniigt es einen (v + N) x (r + N)-
Minor M der Matrix

(6g‘? agl ﬁg‘?)
3Y, 0z, 0X,
i=1,....r+N+N,j=1,...,N, k=1,...,N,u=1,..., N+ N’

zu finden mit M(y, x, z)£0 mod(p', T*).
Unter Benutzung von 2) und 3) erhalten wir nun modulo T*~ folgende
Kongruenzen:

f ag‘fi+ u(

(y,X) p (y,xZ+Z 1(y, X, 2)—==(y, X, 2)
Y,
f~ ogl, ,

" 5 ag
i 2 4
5) Q"(y,x)i;H?(y,X)—ayj(y, x)=p aY(y,x 2)+ Z iy, x, 2) 37

4) 0%y, X)

(v, x, 2)
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fiir j=1,....N. Analoges gilt fir die partiellen Ableitungen nach X. Wenn

" . . .. . ﬁgf,“' 6g€+ i
man 4) und 5) benutzt und beriicksichtigt, daf3 fur i>s =0, =0
ay; oX;
aggq—i . :
ist und —>—==§; und fir i<s gilt
e
ag?w—i L ah? ag§+i _ ah? ag‘L i

> , =pé
2y, ey, oX; éx; 0Z,

ijs

sieht man, daB es geniigt einen (r+5) x (r + s)-Minor M der Matrix

of; of;

3, (y, x) X, (¥, x) 0
ohi okl p 0
an X, p

zu finden, daB M£0mod(p"***!, T?*+#=-1) ist. Wenn r=s ist, wihlen wir M
als den durch die Spalten des rxr-Minors M und die Spalten N'+N+1, ...,
N’ + N + s definierten Minor.

Wenn r <s< N+ N’ ist, folgt die Behauptung aus folgendem Lemma:

B 0
5.3. Lemma. Sei A eine iiber R{[T]] definierte Matrix von der Form (C D)’

wobei B eine r x N-Matrix ist, C eine s x N-Matrix und D=pI (I die s x s-Einheits-
matrix), r <s<N. Wir setzen voraus, daf ein r xr-Minor M von B existiert mit
M £0mod(p**!, T") und da ein s x s-Minor M’ von C existiert mit M’ £ 0 mod(p, T7).
Dann existiert ein (r+5) x (r + s)-Minor M von A, so daf M £0 mod(p" ', T*+¥'"-1)
ist.

Beweis. Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, daf3 fiir alle r x r-Minoren M von B
gilt M =0mod(p’, T").

Wir betrachten zunichst den Fall n=1, d.h. T ist nur eine Unbestimmte. Sei
C° die Restklassenmatrix mod p. Die Elemente von C° liegen dann in dem dis-
kreten Bewertungsring k[[T]] (mit R/p=k). Es gibt somit zwei invertierbare
Matrizen U’ (sx s-Matrix) und V' (N x N-Matrix) mit Elementen aus R[[T1],
so daB U° C°V'® eine diagonale sx N-Matrix ist. Sei U die (r+s)x(r +s)-

. v’ i
Matrix (8 3,) und V die (s+ N) x (s 4 N)-Matrix (0 U’"l)' Es ist klar, daB

) - BV’ 0 .
es geniigt einen (r + s) x (r +s)-Minor M von A'= ( ) =UAV zu finden,

ucv' D
so daB M £0mod(p *'**, T?*¥' 1) ist. Wir haben damit unser Problem auf den
Fall reduziert, daB C° eine Diagonalmatrix ist. Nun seien u,, ..., u, die Spalten

von M. Es gibt s—r-Spalten von M’, die nicht in M vorkommen, sagen wir

U, .-, u;. Nun gibt es einen (s~r) x (s —r)-Minor M" von C, in dem die Spalten
u,,,, ..., u, vokommen, mit der Eigenschaft M" $£0mod(p, T"). Seien V,, ..., V,

die Zeilen von M". Sei M der (r+s) x (r+s)-Minor von A4, der durch die Spalten
Uy ooos Uyt s Uy NH V. N+ V, gegeben ist, wobel V;, ...,V alle die
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Zeilen von C sind, die nicht in M” liegen. Dann gilt M =p" M" M £0 mod(p"+'*!,
TY+Y - ).

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall n>>1. Set M ein r x r-Minor von
B, so daB M=Hp'+ H' ist, wobei H£0mod(p, T"), H =0mod T’, und sei M’
ein s x s-Minor von C, so dall M’ =0 mod(p, T?}ist. Wir konnen fiir diese Lemma
voraussetzen, dal k=R/p unendlich ist, weil wir anderenfalls R hier durch eine
unverzweigte Erweiterung R' von R mit unendlichen Restklassenkorper &'
ersetzen konnten. Es gibt also einen linearen Automorphismus ¢: R[[T]]—
R[[T]] der Form o(T)=T,+a,T,, a,=0, so dafl ¢(H) und ¢(M') modp T,-
allgemein sind. Wir kénnen also 0.B.d.A. voraussetzen, dal H°(0,...,0, T,)£0
mod T7 ist und M'°(0,...,0, T,)%0mod T” ist. Sei nun ¢": R[[T]] — R[[T,]]
die kanonische Projektion, d.h. ¢'(S)=S(0, ..., 0, T,). Nun ist klar, daBl ¢'(A) eine
iiber R{[T,]] definierte Matrix ist, die fiir den Fall einer Variablen den Be-
dingungen unseres Lemmas geniigt. Es gibt also einen (r-+s) x (r +s)-Minor M
von A, so daB ¢ (M)£0mod(p"*'*!, T7*”-1) ist. Dann ist aber auch M %0
mod(p™t**tt, T ~1), Damit ist nun 3.7 bewiesen.

6. Anhang

Sei R ein kompletter diskreter Bewertungsring, p die Bewertung.

6.1. Lemma. Sei a= R[[Y]}{X] ein Primideal mit an R=0. Dann existiert
ein R-Automorphismus @ von R[[YT]] von der Form Y=Y, +Y , Y, e;22,
so daf3 ¢(a) die folgende Eigenschaft hat:

(1) @(a) ist iiber R[([Y,, ..., Y, 11LY,. 1, ..., Yy, X] definiert und
2) p(@nR[[Y, ..., ¥,11=0.

Beweis. Wenn an R[[Y]]=0 ist, sind wir fertig. Wenn nun an R[[Y]]+0
ist, konnen wir (da an R=0 ist) ein von Null verschiedenes f aus anR[[Y]]
finden, das nicht durch p teilbar ist (Primidealeigenschaft). Nach einer Trans-
formation der Art Y, Y;+ Y%, konnen wir annehmen, daB f Y,-allgemein ist,
d.h. f(0,...,0, Y) 0. Wir konnen weiterhin annehmen, daB wir von einem
Elemént minimaler Ordnung aus an R[[Y]] ausgegangen sind. Nach evtl
Multiplikation mit einer Einheit kénnen wir annehmen, daB f=Yg+b, | Y5~ '+
- +by ist mit b,eR[[Y,, ..., Yy_,]] (WeierstraBBscher Vorbereitungssatz). Wir
konnen nun mittels des Weierstraschen Vorbereitungssatzes und f ein Er-
zeugendensystem von g so abdndern, daB @ iber R[[Y,,...,Y,_]][¥, X]
definiert ist. Wenn nun anR{[Y,,..., Yy_;11=0 ist, sind wir fertig. Ansonsten
setzen wir das Verfahren analog fort.

6.2. Satz (Jacobisches Kriterium). Sei a<R[[T]]{X] ein Primideal mit

of;
R[[T]]na=0, dann ist fiir ein Erzeugendensystem f,, ..., f, von a Rang (i)

0X,
mod a=ht(g), wenn Q(R[[T1I[X1/a){Q(R[[T1]) separabel ist.

Beweis. Da ht{g)=ht(a Q(R[{TID[X]) ist, kann man das Jacobische Kri-
terium fiir Polynomenringe iiber Korpern anwenden (vgl. Nagata, M.: Local
rings. New York (1962)) und erhilt mit Hilfe von 6.1 die Aussage des Satzes.

J>1i
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6.3. Folgerung. Sei R von der Charakteristik 0; seien T, Y, X wie in 2.5. Sei
a<RI[T, YJI[X] ein Ideal mit anR[[T, Y11=0. Sei q ein zu g assoziiertes
Primideal und q'ein Primideal, das q enthdlt mit ¢ " R[[T, Y1]=0.

Dann ist S=R[[T, Y]1{X]1,/a RILT Y]1[X], regular genau dann, wenn Rang
(5ﬁ) dg=hi@ist. _

3X, mod q' =ht(g) ist.
Dabei sei f,, ..., f,, ein Erzeugendensystem von q.

Man kann hier den Bewets des entsprechenden Satzes von Nagata {ibertragen.
Der Spezialfall fiir a=g=gq" ist 6.2.
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